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Abstrakt

Cliffordove algebry si konstrukcie, ktoré vznikaju z vektorovych priestorov s roznou
kvadraticou formou. V tejto praci detailne uvedieme klasifikaciu vsetkych Cliffordovych
algebier nad redlnymi koneénorozmernymi vektorovymi priestormi. Dalej opiseme tplni
tedriu ireducibilnych reprezentacii takychto algebier, ktord, ako sa ukdze, bude velmi
jednoduchd. V poslednej casti uvedieme z knihy Spin Geometry [9] od H. Lawsona a
M. Michelsohnovej konstrukciu najvacésieho mozného poctu vSade linearne nezavislych
hladkych vektorovych poli na sférach S™ s pouzitim Cliffordovych algebier. Dokaz ma-
ximality je vysledok J. F. Adamsa [1], ktory zd'aleka prevysuje ambicie tejto préce.

Klticové slova: kvadraticka forma, Cliffordova algebra, reprezentdcia algebry, vec-
torové pole



Abstract

Clifford algebras are constructs, built on top of vector spaces with various quadratic
forms. In this thesis, we work out in detail the classification of all Clifford algebras over
finite-dimensional real vector spaces. Next we describe a complete theory of irreducible
representations of these algebras, which is, as it turns out, very simple. In the last
chapter, we give a construction, taken from a book Spin Geometry [9] by H. Lawson
and M. Michelsohn, of a largest number of linearly independent smooth vector fields on
spheres S™ utilising Clifford algebras. The proof of maximality is by J. F. Adams [1],
which is beyond the scope of this thesis.

Keywords: quadratic form, Clifford algebra, representation of an algebra, vector

field
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Uvod

Na historicky vyvoj matematiky by sa dalo nahliadnut cez pojem zovseobeciiovania.
Vektorové priestory si zovSeobecnenim planarnej a priestorovej geometrie, skaldrne
suciny su zovseobecnenim merania uhlov, 3-rozmerné variety su zovSeobecnenim mno-
hostenov. Na Cliffordove algebry, pomenované podla gkétskeho matematika Williama
Kingdona Clifforda, by sa dalo pozerat ako zovSeobecnenie redlnych, komplexnych a
kvaterniénovych ¢iselnych systémov.

T4to analdgia sa d4 ilustrovat nasledovne:*

e Grupa SO(1) je izomorfnd s {—1,1}, teda s jednotkovymi redlnymi ¢islami.
e Grupa SO(2) je izomorfnd s jednotkovymi komplexnymi ¢islami.

e Existuje surjektivny homomorfizmus grip p : Hy — SO(3) s ker = {—1, 1}, kde
H; st jednotkové kvaterniény. (Detaily napr. tu [11, str. 63-65].)

e Existuje podgrupa Spin(n) jednotkovych prvkov (niektorej Cliffordovej algebry)
takd, ze existuje surjektivny homomorfizmus p : Spin(n) — SO(n) s
ker = {—1,1}. (Detaily napr. tu [5, str. 1-10].)

Cliffordove algebry si konstrukcia uzitoénéd ako v matematike, tak aj vo fyzike.

Prvi cast tejto prace stravime detailnou pripravou pojmov a konstrukeii. Potom v
casti 2.1 definujeme Cliffordove algebry na koneénych realnych vektorovych priestoroch.
V tej istej kapitole pri uplnej klasifikacii takychto algebier zistime, ze sme nedefinovali
nic¢ exotické, ale vystacime si s maticovymi algebrami nad R, C, ¢i H.

Reprezentdcie, ¢ize akcia na vektorové priestory, budi témou dalsej kapitoly. Re-
prezentdcie Clifforovych algebier sa pouzivaji v hladani reprezentdcii inych objektov,
napriklad grupy SO(n).

V poslednej kapitole sa budeme venovat maximalnemu moznému poétu v kazdom
bode linedrne nezavislych vektorovych poli na sférach. Tu sa znova ukdzu zaujimavé
geometrické vlastnosti akcif Cliffordovych algebier na vektorovych priestoroch. Konkrétne
najdeme nejaky skaldrny sicin a isté vyznamné prvky Cliffordovych algebier eq, ..., e,
takd Ze budeme mat e; - v L v pre vietky vektory v z vektorového priestoru.

*kde grupa SO(n) je grupa redlnych ortonormdlnych n x n matic s determinantom 1



Kapitola 1

Uvodné pojmy

1.1 Kvadraticky priestor

Zaciname rozsiahlou kapitolou, kde sa definuji potrebné pojmy a uvedu dolezité priklady.
V celom texte budeme predpokladat, Ze vsetky vektorové priestory si nad polom
R a maji konecny rozmer.

Definicia 1.1.1. Vsetky $tvorcové matice nxn, (n > 1) nad polom (pripadne okruhom)
k oznacujeme symbolom k(n).

Kone¢norozmernému redlnemu vektorovému priestoru bezne prirad ujeme bilinedrnu
funkciu skaldrny sucin (-,-) : (R",R") — R, kde ak z,y € R", tak

i=1
Tento skaldrny sicin sa d& charakterizovat (identickou) maticou I € R(n)
(w,y) =="Ty

Kvadraticky priestor je zovSeobecnenie tohoto pojmu.

Definicia 1.1.2 (Kvadraticky priestor). Majme kone¢norozmerny vektorovy priestor
V' s dimenziou n, a symetricki maticu A € R(n). Definujme kvadratickid formu
(,):VxV =R, prex,yecV ako

(x,y) = 2" Ay.
Vektorovy priestor V' s kvadratickou formou volame kvadraticky priestor.
7 linearnej algebry pozname takito charakterizaciu kvadratickej formy:

Lema 1.1.3. Ak mdme funkciu s : V xV — R, ktord spl/ﬁa nasledugjiice podmienky:



e bilinedrnost

o symetrickost

potom je s kvadratickd forma, resp. vieme ndjst symetricky maticu A € R(n) takd, Ze
s(z,y) = 2T Ay.

Definicia 1.1.4 (Kvadratickd norma). Majme kvadraticky priestor V. Kwvadratickd
norma je funkcia

q:V—>R
x> (z,x)

Definicia 1.1.5. Kvadraticky priestor V sa nazyva nedegenerovany, prave ked je jeho
matica regularna.

1.2 Maticovy invariant

Symetrickych matic v R(n) je vela, a je jasné, Ze vela z nich definuje rovnaku kvadraticki
formu, len pre int béazu.

Nastastie z linedrnej algebry pozname vysledky, ktoré tento problém riesia.

Je elementdrny vysledok, Ze pre kazdy skaldrny stucin dd vybrat baza tak, aby bola
matica, ktord s nim koreSponduje diagondlna. Navyse na diagondlnych poziciach bude
matf iba ¢isla —1,1,0. Dokaz napriklad tu [7, str. 109, veta 14.2].

Podla Sylvestroveho zakonu zotrvacnosti vieme, Ze takito matica je aZ na per-
mutaciu diagonalnych prvkov jedinecnd. Usporiadanim riadkov tak, aby isli najprv
jednotky, potom minus jednotky a potom nuly dostaneme kanonickd maticu pre dant
kvadraticki formu. Dokaz napriklad tu [7, 111, veta 14.3]. Ked neskor povieme, Ze
vyberieme kvadraticky priestor, mame na mysli, ze matica, ktora charakterizuje kvad-
raticki formu, je uz v takomto tvare vzhladom na standardnd bdzu {ey, ..., e, }.

Poznamka 1.2.1. Kvadraticky priestor je nedegenerovans prave vtedy, ked kanonicka
matica jeho sicinu mé na diagondle iba +1.

Definicia 1.2.2. Signatira nedegenerovaného kvadratického priestoru je (p, q) dvojica
¢isel, pocet jednotiek, pocet minus jednotiek.

Definicia 1.2.3. Majme cisla p,q € Ny. Potom p + g-rozmerny kvadraticky priestor
RP*4 g0 sti¢inom so signatirou (p, q) znacime RP7.

Priklad 1.2.4 (Minkowského priestor). Vezmime si R*! so standardnou bazou
{e1, €9, €3, e4}. Cize mdme stucin definovany ako:

1 00 O
o100 o -
<ZL’, y> =T 00 1 0 Yy =T + T2Y2 + Tr3ys T4Y4-
000 —1



Tento priestor vola Minkowského priestor a vyuziva sa vo fyzike, konkrétne v Specialnej
teorii relativity, kde, laicky povedané, bazické vektory ey, es, e3 reprezentuju priestor a
e4 reprezentuje cas.

Cely Minkowského priestor mozeme nazvat ¢asopriestor a bod v iom moéZeme nazvat
udalostou- vieme kde a kedy sa udalost stala.

V relativite sa ukazuje, ze Minkowského metrika (metrika odvodend od kvadra-
tického sucinu) je ta spravna metrika na meranie vzdialenosti v ¢asopriestore.

1.3 k-algebra

Definicia 1.3.1. Algebra (k-algebra) &/ je vektorovy priestor nad polom k s bi-
linearnym nasobenim

A
Teda pre kazdé z,y, z € o/ a prvky pola «, 3 € k plati:
l.e-(y+z2)=z-y+x-z
2. (x4y)-z=x-24+y-z
3. (az) - (By) = (af)(z - y)

Pod dimenziou algebry ./ budeme rozumiet dimenziu jej vektorového priestoru.
Po tejto casti, budeme pracovat iba s R-algebrami.
Pre néas budu vsetky algebry asociativne s jednotkou.

Spravidla napisanim a - b myslime nasobenie dvoch prvkov algebry a bez bodky Ab
myslime nésobenie nejakym skalarom.

Pozniamka 1.3.2. Ked zabudneme na struktiru vektorového priestora mame, ze kazda
algebra je okruh.

Priklad 1.3.3. Matice R(n) s ndsobenim tvoria R-algebru . Ich dimenzia je n%. Je to
preto, lebo matice {E; ;|1 < 4,5 < n}* si zjavne linedrne nezavislé a generuju (ako
vektorovy priestor) celé R(n).

Definicia 1.3.4. Pod standardnou bazou maticovej algebry k(n) (pripadne aj M,y (k)
pre nestvorcové matice) myslime bazu {E;;|1 < i < p,1 < j < ¢} definovani v
predoslom priklade.

Priklad 1.3.5. Komplexné éisla C sa daji chapat aj ako vektorovy priestor nad polom
R s bazou {1,i}, ale aj ako algebra s beznym nasobenim komplexnych éisel. Této R-
algebra ma dimenziu 2.

Komplexné ¢isla st ale aj pole, teda mozeme tvorit C-algebry. Samozrejme kom-
plexné ¢isla C ako C-algebra maju dimenziu 1.

*Matica E; ; € R(n) je matica, ktord mé vsade nuly okrem na mieste (7, 5), kde mé jednotku.
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Priklad 1.3.6. Komplexné matice C(n) chapané ako C-algebra maji dimenziu n? z
rovnakého dovodu ako pri redlnych maticiach a st generované {Ey ;|1 < k,1 < n}.

Na druht stranu komplexné matice C(n) chapané ako R-algebra maji vécsiu di-
menziu, konkrétne 2n? generované {Ey, 1Ey |1 < k,1 < n}.

Priklad 1.3.7. Kvaterniény st okruh (konkrétnejsie teleso’) definované nasledovne:
H = {a + bi + ¢j + dk|a, b, c,d € R}. Pre ndsobenie na H plati

e distributivnost nasobenia
e asociativnost ndsobenia
e i, 7, k komutujui s realnymi ¢islami, teda pre Vp € R plati pi = ip,pj = jp,pk = kp.

e nasledujice vztahy

i)k
i1 k
ik -1
k|j - -1

7Z definicie kvaterniénov je lahko vidiet, ze kvaterniény si aj Stvorrozmerny vekto-
rovy priestor nad R, teda su aj R-algebrou.

Nemozeme sice hovorit o H-algebrach, lebo kvaterniény nie st pole, ale iplne ana-
logicky ako pri komplexnych maticovych algebrdch mame, ze H(n) ma dimenziu 4n?
ako redlna algebra (generatory {E, s, iE, s, jE, s, kE, |1 <r,/s <n})

Priklad 1.3.8. Majme dve k-algebry &7, . Potom ich priamy sicet o7 & A je
k-algebra. Tato k-algebra je vektorovy priestor, ktory je priamym sic¢tom vektorovych
priestorov .« a 4., Nasobenie sa definuje po zlozkach.

(a®b)-(a" @) =(a-d)®(b-V)

Samozrejme aj s¢itovanie musi byt po zlozkédch, lebo tak je to vo vektorovych pries-
toroch.

Definicia 1.3.9. Povieme, ze nejakd podmnozina algebry X C &/ antikomutuje, ak
plati
ry=-—-y-x, Vr#yeX.

fTeleso je ako pole, bez poziadavky komutativity,



Definicia 1.3.10. Majme k-algebry o/, # a ¢ : &/ — Z. Funkcia ¢ je homomorfizmom
algebier ak platia nasledujice podmienky:

F(rz) =rF(x) Vrek,Veeod
Flz+y)=F(x)+ F(y) Vr,y€ o
F(zy) = F(x)F(y) Vr,y€ o

[zomorfizmus je bijektivny homomorfizmus.

Z definicie je jasné, ze homomorfizmus algebier je aj homomorfizmom vektorovych
priestorov, ktoré v sebe algebry maju.

Definicia 1.3.11. Majme k-algebru 7. Anti-automorfizmus je bijektivne zobrazenie,
Y o — of kde plati

F(rz) =rF(x) Vrek,Vere o
Flz+y)=F(x)+ F(y) Vr,y€ o
F(zy) = F(y)F(z) Vr,y€ o

Od izomorfizmu sa 1i8i poslednou vlastnostou ndsobenia.
Priklad 1.3.12. Transpozicia maticovej algebry R(n) je anti-automorfizmus.

Definicia 1.3.13. Idedl .# k-algebry o je vektorovy podpriestor &7, ktory je navyse
ideal .« ako okruhu.

Definicia 1.3.14 (Faktorizacia). Algebru o faktorizujeme ako okruh. Zna¢ime 427/ 7
Faktorovy objekt je algebra, lebo ideal .# bol podpriestor.

1.4 Moduly

V tejto casti si predstavime zéklady tedrie modulov.
Citatel, ktory nepozné tedériu modulov spravi najlepsie, ak si predstavi, Ze pole sa
ma ku vektorovému priestoru, ako sa ma okruh ku modulu:
polia —  vektorové priestory
okruhy — moduly
Definicia 1.4.1. (Davy modul) Majme okruh R. Trojica (M, +, ) je Tavy R-modul, ak:

1. +: M — M je bindrna operacia a (M, +) je komutativna grupa

6



2. -: (R, M) — M je nasobenie modulu okruhom také, ze pre Vr,s € R a Vu,v € M
plati:

(Pravy modul by mal analogicku definiciu, len ho okruh nasobil sprava.)
Poznamka 1.4.2. Prizdna mnozina () nie je podmodul, lebo () nie je grupa.

Definicia 1.4.3. (Homomorfizmus) Majme dva lavé R-moduly M, N. Funkcia
f: M — N sa nazyva homomorfizmus modulov ked plati:

fr-u+s-v)=r-f(u)+s-f(v), Vr,s€ Ruve M.
[zomorfizmus je bijektivny homomorfizmus.

Homomorfizmus R-modulu niekedy voldme aj R-linedrna funkcia (analogicky ako
vo vektorovych priestoroch voldme ,,homomorfizmy “ linedrne funkcie).

Definicia 1.4.4 (Faktorovy modul). Majme R-modul M a nejaky jeho podmodul N.

Faktorovy modul (M/ >+ ) je definovany ako iné faktorové objekty.
Majme ~ relaciu ekvivalencie na M taka ze

m~m < m—-—m' N

Prvky M, v st triedy ekvivalencie [a]. zapisatelné aj ako a+N. Operécie definujeme
(a+N)+(b+N)=a+b+Nar-(a+N)=r-a+ N. Dokaz, ze st dobre definované
je Tahky a podobny ako pri okruhoch.

Definicia 1.4.5 (Volny modul). Majme okruh R a nejaki mnozinu E. Pod volnym
R-modulom M rozumieme R-modul taky, Ze:

i) Kazdy prvok m € M sa d4 napisat ako koneén4 linedrna kombindcia
m= Zle rie;, prer; € Rae; € F.

ii) Ak pre rozne prvky ey, ..., e plati Zle rie; =0, tak ry = ... =7, =0.

Volné moduly st velmi podobné vektorovym priestorom, napriklad volny R-modul
M generovany konecénou mnozinou E je izomorfny s M = R x...x R, kde R je
|E]
povazovany za R-modul.}. Znaéime ho RIZ!.

iDefinicia(Priamy sté¢in modulov) Majme R moduly M, N. Ich st¢in (M x N,+’,-') je R modul,
kde (M x N,+') je priamy si¢in grip a
S RX(MxN)—MxN

r-' (m,n) — (r-m,r-n).



D4 sa o nich dokdzat vela podobnych faktov ako o vektorovych priestorov, napriklad
R" = R™ < n = m. Taktiez na definovanie homomorfizmu R-modulov f : R* — M
staci definovat obrazy generujiicej mnoziny, teda homomorfizmus f : R* — R™ sa d4
zapisat ako matica M,y (R).

Konkrétne budeme pouzivat kvaterniénové volné moduly a matice.

Teéria modulov je rozsiahla a zaujimava, ale my teraz uvedieme nejaké Specidlne
pripady, ktoré budeme potrebovat neskor.

Priklad 1.4.6. Majme nejaky okruh R. Potom R so svojim okruhovym s¢itavanim a
nasobenim tvori R-modul.

Priklad 1.4.7. Majme nejaky okruh R a jeho idedl I C R. Potom [ so svojim
sCitovanim a nasobenim je R-modul. Podmienky z definicie vyplyvaji z distributivity
a asociativity ndsobenia v okruhoch. Podmienka, aby - : (R, M) — M bola bindrna
operacia, teda r -1 € I plati z toho, ze I je idedl.

Priklad 1.4.8. Majme nejaky okruh R a jeho lavy idedl I C R. Potom I so s¢itovanim
a nasobenim je R-modul. Hned to vyplyva z predoslého prikladu, lebo I sme nikdy
nenasobili sprava.

Definicia 1.4.9. (Podmodul) Majme R-modul M a jeho podmnozinu N C M. Ak je
N so ziuzenymi operaciami +, - modulom, hovorime, ze N je podmodul M.

Samozrejme kazdé M je svojim vlastnym podmodulom.
Definicia 1.4.10. R-modul M volame jednoduchy, ak nema vlastné podmoduly.
Priklad 1.4.11. Ak je V vektorovym priestorom nad k, V je aj volny k-modulom.

Priklad 1.4.12. Ak je o/ k-algebrou, je aj k-modulom. Jednoducho prvky algebry
navzajom nenasobime. Ostatné vlastnosti plyni z predoslého prikladu.

1.5 Tenzorovy sucin

V tejto kapitole sa opierame o text [2, str. 24-31].

Nasim cielom bude definovat tzv. tenzorovy sicin dvoch R-algebier &7 ®.%. Vieobecne
povedané tenzorovy stucin dvoch objektov nejakého typu nam da objekt toho istého typu
(teda napr &/ ® % bude R-algebra).

Spravime to v troch krokoch. Najprv ponikneme intuiciu pre tenzorovy sucin vek-
torovych priestorov ako najjednoduchsi priklad tejto konstrukcie. Potom uvedieme
formélnu definiciu tenzorového stiéinu modulov (kde si vektorové priestory iba $pecidlnym
pripadom). Nakoniec sa dostaneme ku tenzorovému sucinu algebier. Z casti 1.4 vieme,
7e kazd4 algebra je modul, takZe ndm zostane definovat nasobenie na tenzorovom sti¢ine
modulov &/ ® A, aby z toho vznikla algebra.

Tedria vektorovych priestorov zvycajne zacne poniknutim definicie. Potom sa po-
stupne vybuduje pojem ako linedrna nezavislost, generovanie, baza. Ked sa ndjde vo



vektorovom priestore kone¢na béza {ei,...,e,}, moze sa ukézat, ze potom je takyto
priestor izomorfny k™.

Ale moze sa zvolit aj opacny pristup. Zoberieme Iubovolni mnozinu X = {x;}ic;
(transcendentdlnych) prvkov, pole k a skonstruujeme mnozinu vektorov
{az;, + aswi, + ... + apxi, a1, ..., an € k,z;, # z;,,k # I,m € Ny}, ktora je ¢o
najvolnejsia, teda plati a1x;, + ass, + ... + amw;, = b1x;, + by, + ... + by, vtedy
a prave vtedy, ked a; = by,...,a, = by. Hovorime, Ze mame najvolnejsi vektorovy
priestor nad mnozinou X a znaéime F(X) od slova free - volny.

Tenzorovy sucin je konstrukcia, ktora z vektorovych priestorov vytvara nové vek-
torové priestory. Majme dva vektorové priestory V,W nad rovnakym polom k a ich
bazy {e1,...,e,},{€}, ... e, }. Tenzorovy sic¢in V ® W bude vektorovy priestor nad k
dimenzie dim(V @ W) = dim(V') dim(W) = nm. Tymto by definicia tenzorového sii¢inu
pre vektorové priestory mohla skonéit, lebo taky priestor je az na izomorfizmus jediny,
ale ndm nepostaci, lebo ako bolo spomenuté, budeme chciet pojem tenzorového stiéinu
dalej zovseobeciiovat. Toto je formalna definicia.

Definicia 1.5.1 (Tenzorovy si¢in modulov). Majme nejaké R-moduly M, N pre okruh

T(M x N)

R. Potom tenzorovy sicin je M @ N = //~, kde ~ je najmensia relacia

ekvivalencie obsahujica
e distributivnost
(v1,w) 4 (v, w) ~ (V1 + Vo, W)

(v, wy) + (v, wa) ~ (v, Wy + we)
Yui,vo,v € M, Nwi,wy,w € N.

e skalarne nasobky
c(v,w) ~ (cv,w)
c(v,w) ~ (v, cw)
Yvoe M, Ywe N VceR

Triedu ekvivalencie [(v, w)] oznacujeme v ® w.
Poznamka 1.5.2. Plati, 22 VU =2U V.
Poznamka 1.5.3. Téato definicia je pre kone¢norozmerné vektorové priestory ekviva-
lentnd s definiciou V@ W =T ({e1,...,en} x{e,...,e,}), kde {e1,..., e} je baza V
a{e),...,e.} je bdza W.

Naozaj plati, ze V @ W ma bazu {e; ® €}|i, j}.
Definicia 1.5.4. (Tenzorovy sucin algebier) Tenzorovy sucin algebier o, %, znaceny

ako @/ ® A je algebra, ktorej vektorovy priestor je tenzorovy sucin vektorovych pries-
torov algebier &7, %, s ndsobenim - : &/ @ B X o @ B — o R P definovanym ako

(a®b)-(d@b):=(a-d)®(b-b)



Tu moézeme vidiet jedno oddvodnenie konceptu tenzorového suéinu, lebo zatial ¢o
kazdy n-rozmerny vektorovy priestor nad polom k je izomorfny, nie kazd4 n-rozmernd
R-algebra je izomorfna.

1.6 Izomorfizmy tenzorového sicinu maticovych al-
gebier

Budeme potrebovat nasledujtice lemy, ktoré budeme opakovane pouZivat, ked budeme
ukazovat izomorfizmy tenzorového sti¢inu maticovych algebier.
Nasledujuca je dolezita vieobecnd vlastnost pre faktorové objekty.

Lema 1.6.1. [Univerzdlna vlastnost faktorového modulu/

Majme R-moduly M, N, podmodul N modulu M. Majme [ : M — M' homomorfiz-
mus, taky, Ze f | N = 0. Potom ezistuje jeding homomorfizmus f' : M/N — M’ taky,
Ze diagram

N —‘ s M p>M/N

er% l T

M/
komutuge.

Dokaz. Existencia:

Definujme f'(v+ N) = f(v). Tato definicia je dobréd, lebo ak
(V'+n'), (v"+n") € (v+N), tak plati, ze v'—v" € N, teda f(v'—v") = 0, z ¢oho plynie,
ze f(v') = f(v"), teda hodnota funkcie nezavisi od reprezentanta. Diagram komutuje,

lebo f(v) = /(v + N) = f' o p(v).
Funkcia f’ je aj R-linearna, lebo

flv+u+N)=
= f(v+u)
= f(v) + f(u)
= f'(v+N)+ f(u+N)

f'(r-v+N)=



Jednoznaénost:
Ak by existovali dve také funkcie f’, f” a lisili sa napriklad na prvku (v+N) € M/ N-

f'lv+N)# f"(v+ N)
f'(p(v) # f"(p(v))
fv) # f(v)

A to je spor.
O

Poznamka 1.6.2. Této lema plati pre faktorové konstrukcie grip, okruhov, algebier,
modulov, topologickych priestorov,...

Konkrétne pre okruhy (ak moduly M, M’ boli aj okruhy a N idedl) musime este
skontrolovat ndsobenie.

f'(uv+ N) =
= f(uv)
= f(u)f(v)
= f(u+N)f'(v+ N)

Lema 1.6.3. [11, str. 83, 11.6] Platia nasledovné izomorfizmy
i) R(p) ® R(q) = R(pq).
ii) R(p) ® k = k(p) pre k =R, C, H.
i) CRC=CaC
iv) H® C = C(2)
v) Heo H = R(4)

vi) k(p) @ k(p) = k(p) @ RO R) pre k = R,C,H, n = 1,2,...(pre n = 1 je k(n)

myslené ako k(1) = k)
vit) k(n) @ R = k(n)
Dokaz. i) To, ze izomorfizmus plati pre vektorové priestory je jasné, staci len po-

) . .
rovnat dimenzie

dimR(pg) = (pq)*

|
dimR(p) ® R(q) = p°¢?

11



My ale potrebujeme izomorfizmus ako algebry, teda potrebujeme konkrétnu linedrnu
funkciu

[ R(p) @ R(q) — R(pq)
taku, ktora spiﬁa
(A2 B)f (A @ B') = f(AA ® BB')

Musime ale overit, Ze f’ bude aj izomorfizmus R(pq) a R(p)®R(q) ako vektorovych
priestorov.

K tomu budeme potrebovat fakt, ze RP a M, ,(R) st izomorfné ako vektorovy
priestor.?. Zoberme teda nejaky pekny izomorfizmus

¢ : R — M, ,(R)

Definujme homomorfizmus vektorovych priestorov f : F(R(p) x R(q)) — R(pq)
urceny na generatoroch F(R(p) x R(q)) a linedrne rozsireny.

f F(R(n) x R(m)) — R(pg)
(A, B) = (v ¢~ (Ap(v) BT))

Obraz prvku (A, B) sme definovali podla jeho u¢inku na vektoroch v € RP7.

Musime ukézat, ze v — ¢~ (Ap(v)BT) je linedrne zobrazenie.

f(A, B)(av + fu) =

= ¢ Y Ap(av + pu)BT =

= ¢ (A(ad(v) + Bo(u))B" = (linedrnost @)
= ¢~ (aAp(v)B" + ﬁAﬁb( )BT) =

= ¢ (aAp(v)BT) + ¢ 1 (BAp(u)BT) = (linedrnost ¢~ ')
= ag ' (Ap(v)BT) +5¢ Y(Ap(u)BT) = (linedrnost ¢ !)
= af(A, B)(v) + Bf(4, B)(v)

teda f((A, B)) € R(pq).

Nech je I ideal definovany relaciou ekvivalencie ~ z definicie tenzorového sicinull

$Napriklad M, ,(R) st matice p x ¢ nad R
ITaky, ¢o namapuje standardnt bazu RP? na standardnd bazu M, ,(R) (teda {E; ;})
ITeda I = {(A, B) € F(R(p) x R(q)), (4, B) ~ (0,0)}

12



Na to, aby sme mohli pouzit lemu 1.6.1 o univerzalnej vlastnosti

I — FR(p) x R(q) —2— FRP) xR(4))

R(pq)

potrebujeme, aby f | I = 0. Nulovost sta¢i otestovat na generdtoroch ~.

Zvolime nejaké v € RPY oznacéime kvoli prehladnosti w = ¢(v).

e distributivnost

f((A1, B) + (Ag, B) — (A1 + Az, B))(v) =
= f(A1, B)(v) + (A2, B)(v) — f(A1 + Az, B)(v) =
= ¢ " (AywBT + AywB" — (A, + A))wBT) =
=0

Druh& pozicia uplne rovnako.

e skalarne nasobky

f(e(A,B) = (cA, B))(v) =
= [(c(A, B)) = f(eA,
=cf(A,B) = f(cA, B) =
= ¢ H(cAwB” — (cA)wB") =
=0

B) =

Druhd pozicia uplne rovnako.

Z lemy 1.6.1 mame homomorfizmus vektorovych priestorov
f"R(p) @ R(q) = R(pg).
Aby sme ukézali bijektivitu, ukdzeme, ze f’ posle bazu na bézu.

Béaza tenzorového sucinu vektorového priestoru je karteziansky sucin baz povodnych
vektorovych priestorov.

Baza R(p) ® R(q) je {(Fiy ® Beg)|1 <4, <p1 <1< q)
Baza ¢(RP?) = M,y ,(R) je samozrejme té Standardnd.

Pocitajme:

13



ii)

F(Bij Bxa) (¢~ (Bmn)) =

(b 1(Ez]Em nElk) =
¢ 1( Em nEl k) =
QS 1(5j m(;nlEz k:)

Teda f(E;;, Ey,) zobrazi vetky vektory ¢~(E,,,) standardnej bdzy do nuly az
na jeden, a ten posle na iny vektor standardnej bazy ¢(RP?).

Inymi slovami f(E; ;, Ex,;) ako matica je nejaka E,, pre nejaké z,y.

Navyse pre obraz iného prvku bazy R(p) ® R(q), f(Ey j/, Ew 1) bude ind matica
Ex’,y"

Funkcia f’ zobrazuje bazu na béazu, je to izomorfizmus.

Najdolezitejsie sme si nechali na zdver, teda ndm ndm zostéva ukdzat, ze

(A B)f'(A'® B') = f(AA"® BB')

f'(A® B)f'(A"® B')(v) =
= (A®B)( HA'g(v)BT)) =

“Y(AA$(v)BTBT) =
“H(AAG(v)(BB)") =
= f (AA" ® BB')

Této cast je znacne jednoduchsia.

Znova plati, ze izomorfizmus vektorovych priestorov (modulov) je jasny, ale na
izomorfizmus algebier musime definovat nejaky homomorfizmus
f: F(R(p) x k) = k(p), taky, ze lema 1.6.1 zaruci diagram:

[~ F(R(p) x k) —2— F(R(p) <k)/,

lf

Kde I je ideal korespondujucej relacie ekvivalencie tenzorového sucéinu ~ ako
minule.

Nech f(A,b) = bA € k(n).

Overenie, Ze f | I = 0 je velmi jednoduché, preto ho nebudeme robit.
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iii)

Mame teda homomorfizmus f': R(p) ® k — k(p).

Nech mé k redlnu bazu ako vektorovy priestor {e;}ic ». Potom béza R(p) ® k je
{E;; ®ey} kde {E; ;} je standardnd baza R(p).

Standardnd béza k(n) je {esE;;}, teda je zrejmé, ze f’ posle (standardnii) bazu
na (Standardni) bazu. Teda f’ je izomorfizmus vektorovych priestorov(modulov).

Overime, ze [’ je aj izomorfizmus algebier.

f(A@b) (A el) =
= AV A =
=b'AA =
= f'(AA" @ bb')
Pojdeme tplne rovnako.

Majme homomorfizmus

f:FCxC)—CaC

21, 29 ¥ 2129 D 2129

Majme rovnako definovany idedl I korespondujici ku ~.

I F(CxC) —2s F(€xC),

I lf -
CepC

Overenie, Ze f | I = 0 by bolo velmi jednoduché.
Méme homomorfizmus f': C x C — C & C vektorovych priestorov.
BizaCxCje{1®1,1®14,i®1,i ®i}.

Zaujimavé je, Ze tak moze vyzerat aj baza C®C ({1®1,1® 4,1 D 1,i D i}), ale
funkcia f’ nemapuje jednu na druhi, ani by nemohla, lebo k nej korespondujuca
funkcia f by nebola nulova na ideali I.

Pozrime sa teda na obrazy f’ bazy C @ C.

1®1—=1641
1®it—1d —1
1Rl 1P
Q= —1d1
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A Tahko je vidiet, Ze obrazy generuju cely C @ C.

Overime, ze [’ je aj izomorfizmus algebier.

f/(zlv ZQ)f(ziv Zé) =
= (2120 D 212%) (2125 @ 212}) =
= (2120220 ® 21522} 2b) =
= (212} 202 ® 212, %) = C je komutativne
= (21212225 @ 2121 202h) =

= f(z12], 2225)

iv) Teraz pouzijeme podobni techniku ako v i)

Potrebujeme identifikovat R-moduly H =2 C2. Spravime to klasicky.

¢:C*—=H

Z1 .
< ) = 21+ )29
22

A ¢ bude izomorfizmus modulov.

Definujme homomorfizmus:

f:F(HxC) - C(2)
(¢.¢) — (v ¢~ (go(v)c))

Znova sme obraz prvku (g, ¢) definovali podla jeho ti¢inku na vektoroch v € C2.

Musime ukézat, Ze f(q,c) je naozaj linedrne zobrazenie.

f(g,¢)(av+ Bu) =

Yqo(aw + Bu)c =

Y(q(ad(v) + Bo(u))e = (linedrnost ¢)
(

(

"(age )c+6q¢( )e

1

(v ) =
aqo(v)e) + ¢ (Bgd(u)c) = (linedrnost ¢ )
¢ (gp(v)e) +ﬁ¢ Hgo(u)e) = (linedrnost ¢~")
f(g,0)(v) + Bf(g,c)(w)

¢
¢
¢
¢
(0%
0%
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teda f(q,c) € C(2).

Majme znovu diagram

[~ FHxXC) — (HXC)/I

\y

Uplne analogicky sa ukéze nulovost f na I.
Mame homomorfizmus f': H® C — C(2).

Zoberme si baizu HRC {1®1,1®1,i®1,i®i,j®1,j @1, k® 1,k ®i}, ndjdime
jej obrazy vo C(2) a zistime, ze generuju celé C(2).

Jeden obraz vypracujeme detailne, ostatné len uvedieme.

I®ieH®C
flG®i)eC(2)

Doplnime vsetky ostatné.

rasy=(g 1), raea=(; 9. resv=(; ).

rien=(5 1), raen=(3 ). raen=(] )
o= (1) reen-(] )
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Obrazy generujt celé C(2), lebo velmi lahko vygenerujeme jej standardni bazu
jednym sc¢itanim/od¢itanim a vydelenim +2. Napriklad:

fiei - el

iE271 - 2

Teraz treba skontrolovat, ¢i je f’ aj izomorfizmom algebier.

flla®a)f(d ®d) (¢ (w) =

= f'(¢gq' ® ) (67" (w))

v) Velmi podobné ako situdcia pred chvilou.

Majme izomorfizmus R-modulov (vektorovych priestorov)

¢:R* = H
T
i) . .
- — 21 + X9l + x3] + 14k
3
Tyq

Definujme homomorfizmus

£ f(H x H) — R(4)
(q,7) = (z = 07 (q¢(x)7))

kde

~H-—-H
re T =—Jrj

je anti-automorfizmus™ zvany reverz a

“(rs) = —jrsj = —jsrj = (—jsj)(—jrj) = 57
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—H—-H
a+bi+tcj+dk—a+bi+cj+dk=a—bi—cj—dk

je automorfizmus konjugacie (analogicky komplexnej konjugécii).
Linearita obrazu f(q,) je Tahko vidiet.

Mdéme

Skontrolujeme, ze f [ [ =0

e distributivnost Prv4 pozicia je analogickd s tym, ¢o sme uz predtym robili,

spravime druhu

f((g,m) + (q,72) — (g,m1 +72))(v) =
= f(g;r)(v) + f(g,m2)(v) — fg;r1 4+ 12)(v) =
= ¢ qury + qurz — qu(ry +13)) =
= ¢~ Hqury + qury — qu(ry +72)) =
=0

e skalarne nasobky Prva pozicia je znovu analogickd s tym, Co sme uz
predtym robili.
Majme d € R

f(d(g.r) = (g,dr))(v) =
= f(d(q,7)) — f(q,dr) =
=df(q,r) — f(g,dr) =
= ¢~ (dquwF — qwd}) =
= ¢~ H(dqwF — qudr) =
=0

Teraz mame homomorfizmus f': H® H — R(4).

Overit bijektivnost je podobné ako v predoslej casti.
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Teraz skontrolujeme, ze f’ je aj homomorfizmom algebier.

flaer)f'(d @r) (¢ (w)) =
= flqg@r) (¢~ (dwr)) =
= ¢ (aq'wr'r) =
= 6 g wri) =
= f'(qd @ ") (¢ (w))
0

Poznamka 1.6.4. Teraz uz vieme nejako upravit Iubovolny tenzorovy siéin tychto
dvoch tvarov. (Nech k,l =R,C,H), n,m =1,2,...)

e k(n)®@I(m)=Zk@RN)RIQ@R(M) =Zk®@I@R(nm) = (k®1)(nm)
e (k(n)@k(n)@l(m)Z(RAR)@Lk(n)@I1(m) = (k®1)(nm) ® (k®1)(nm))

pozn. k ® | vieme pre vsetky kombindcie k1.

1.7 Tenzorova algebra

Teraz definujeme koncept tenzorovej algebry, je to nieco uplne iné ako tenzorovy sucin
dvoch algebier.

Definicia 1.7.1 (Tenzorové algebra). Majme kvadraticky priestor V' a jeho normu g.
Potom tenzorova algebra je algebra

7V =2 QV
r=0
na ktorej je nasobenie multilinedrne rozsirenie nasobenia definovaného nasledovne na
bazovych prvkoch
(Vi OV ® ... QV;,) X (Vj, ®V;, ®...QU;,) =V QU;, ®...QU;, ®Vj, ®V;, ® ... QU
pre lubovolné r, s € NU {0}

Prvky sa nasobia , nalepovanim .

Teda prvok tenzorovej algebry je konecnou linedrnou kombinaciou prvkov tzv. ¢istého
stupria s (t.j. @’ V).

Méme nasledujice vlozenia

0
R— 7(V),ara- QV
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1

Vo T(V)0— Qo
Pre jednoduchost budeme povazovat R aj V ako podmnozinu (a vektorovy podpriestor)
T (V).

Pre kazdy vektorovy podpriestor .7 (V') vektorov ¢istych stupnov Q)" V', z predosle;
¢casti vieme, ako vyzerd jeho baza, ked pozndme bazu V. Totiz pozndme bazu tenzo-
rového sicinu dvoch vektorovych priestorov, teda aj sucin r képii. Baza celej 7 (V) je
len zjednotenie vSetkych takych béz.

Lema 1.7.2. Algebra 7 (V) je generovand ako algebra nejakou bdzou V.

Dékaz. Najprv vygenerujeme celé V. Potom kazdy prvok z bazy @"V jednoducho
vygenerujeme vynasobenim r vektorov z V. Kazdy prvok z 7 (V) je uz len kone¢na
linearna kombindcia vektorov ¢istého stupna. O

Teraz si zadefinujeme takzvanu vonkajsiu algebru.

Definicia 1.7.3. Majme vektorovy priestor V. Vonkajsia algebra je definovana ako

faktorovy objekt AV := 9<V)/(U ®ovlve V)

[lustracne uvedieme, ze idedl z definicie je linedrna kombinacia prvkov tvaru
{ai & (Ui & 'UZ') ® b; ]Vai, b; € y(V),V’UZ S V}

Tu méme vlastnost anti-symetrie.

Lema 1.7.4. Pre nejaké linedrne nezavislé proky priestoru V {ei...,er} a nejaki
permutdciu T € S, mame e; ® €2 @ ... Q@ e = (=1)¥"Te 1) ® er@z) @ ... @ expy v AV,
kde sgnm je parita permutdcie 7.

Dékaz. Permutdcie st generované transpoziciami. Staci ndm ukézat, Ze e; Q ey = —e2 ®
er v AV, teda, ze e; ® ex + €3 ® €1 € (v ®v|v € V) a naozaj, mame
e1Rest+e®e; € (VRulveV)
=
e1®etei®e+tea®e+ea®e € (vevveV)
=
e1®(ea+e1)+ea® (e +e) € (v@ufvel)
Ser+e)®(e1+e) €(v@vjveV)

a to je pravda. O]

Zvolme bdzu V', {ey, ..., e, }. Teraz plati, ze AV je generovand ako vektorovy priestor
prvkami tvaru

Tvrdenie 1.7.5. Plati teda, e dim AV = 24mV,
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Kapitola 2

Cliffordove algebry

2.1 Definicia

Definicia 2.1.1 (Cliffordova algebra). Mame kvadraticky priestor V' s kvadratickou
normou ¢. Nech je .# idedl tenzorovej algebry 7 (V) (Definicia 1.7.1) generovany
mnozinou {x ® x + ¢(z) - 1|z € V}. Kde 1 je jednotka v algebre .7 (V).

Potom Cliffordova algebra je CI(V,q) = T (X )/ 7 -

Ak méd V signatiru (p,q), prislusnd Cliffordovu algebru budeme oznacovat Cl,,
lebo nés nezaujimaju rozdiely medzi kvadratickymi priestormi, ktoré maju rovnaku
signaturu.

Méme teda zobrazenia, kde p: 7 (V) — Q(V)/j = (l,, je mapa projekcie a
i V. = (V) je prirodzené vnorenie. Bude pre nds vyhodné povazovat V ako
podmnozinu 7 (V).

7(V) —= Cl(p,q)

J

Vv

Vsimnime si, ze Cliffordova algebra je algebra s jednotkou. Je to preto, lebo tenzo-
rové algebra 7 (V) je tak skonstruovand, ze jednotku m4, a vlastnost mat jednotku sa
zachovava na faktorové algebry. Naviac plati, ze vektorovy priestor skalarov v CI(V, q)
(t.j. R1) je vloZenim vektorového priestoru skalarov v .7 (V). Inymi slovami tento dia-
gram komutuje

T (V) —— Cl(p,q)
]
R«+—4 +RY

Zavedieme este d'alsie zjednodusenie znacenia a prvok p(v) € Cl, , pre v € V budeme
oznacovat iba ako v. Je to dobra definicia, lebo poi : V — CI (V,q) je injekcia t.j.
ziadny vektor v € V nelezi v ideali .#.
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Rozne identifikdcie priestorov, ktoré sme tu a v predoslych c¢astiach obhajovali,
zhrnieme nasledujicim diagramom.

1§<f’

V nasledujicom texte nds budi zaujimat nasledujice ¢isla: kvadratickd norma vek-
tora v € V, ¢(v) a druhd mocnina obrazu v v Cliffordovej algebre v - v € CI(V,q).
Tieto dva prvky budu vzdy skaldre s opatnym znamienkom. Naozaj, v CI(V,q) je
v-v+1-q(v) =0, teda q(v) = —v - v.

2.2 Lemy o mapach

Lema 2.2.1 (Univerzdlna vlastnost faktorového okruhu). Majme R-algebry <, 2,
idedl S algebry o . Majme f : of — B linedrnu funkciu, takd zZe f | # = 0. Po-
tom existuje jedind funkcia ' : M/ g — B taka, Ze diagram

I s o p>“y/f

komutuge.
Dékaz. Velmi podobni lemu sme tu uz ukazovali, vid poznamka pod lemou 1.6.1. [

Lema 2.2.2. Majme nejaki redlnu algebru &7 a linedrnu funkciu f :'V — of . Potom
sa tdto mapa dd jednoznacne rozsirit na homomorfizmus algebier f': T (V) — .

Dékaz. 7 podmienky f'(z ® y) = f'(x)f'(y) homomorfizmu algebier méme, Ze nasle-
dujtica rovnost musi platit f'(v; @va @ ... @wvg) = f(v1)f(va) ... f(vg). Ked f’ rozsirime
linedrne, uz ho mame definované na celom .7 (V). Toto dokazuje jednoznaénost.

Pre existenciu sa musime presvedcit, Ze takto definované f’ je naozaj homomorfizmus
algebier. Prvd (¢(rz) = r¢(x)) a druhd (¢p(z + y) = ¢(x) + ¢(y)) vlastnost je zrejmé,
lebo f’ bola rozsirend linedrne a tenzorovy suéin je multilinedrny.

Funkcia f’ bola definovand tak, aby splnila tretiu vlastnost (¢(zy) = ¢(z)o(y)). O

Lema 2.2.3. [9, str.8, veta 1.1] Majme kvadraticky priestor V' a nejaki asociativnu
R-algebru o/ s jednotkou . Potom kaZdd linedrna funkcia f 'V — of | takd Ze

f)- fv) = =q(v) -1

sa dd jednoznacne rozsirit na homomorfizmus algebier f: Cl(V,q) = .
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T (V) L= Cl

v —1

Dékaz. 7 predoslej lemy mdme linedrne, homomorfné rozsirenie ' : .7 — . Ked'ze je
Cliffordova algebra definovand ako faktorovy objekt, mézeme sa snazit aplikovat lemu
2.2.1. Potrebujeme, aby f' | .# = 0. KedZe je f' homomorfizmus, sta¢i ndm overit
jeho spravanie na generatoroch idedlu .. A naozaj pre lubovolny prvok generdtora .#,
rRx+1-q(x)je flle@x+1-q(x)) = f'(x)f'(x) —1-q(x) = 0. Tym je veta dokdzana.

O

Overovanie podmienky z predoslej lemy:

f)-fv) =—=q(v)-1 YweV

si mozeme znacne ulahéit tak, Ze ju overime iba pre vektory e z ortonormélnej bazy
V' za podmienky antikomutécie* obrazov ortonormélnej bazy V. Napriklad ak V' mé
ortonormdlnu bazu {ej,es} a predpokladdme, ze f(e) - f(e) = —q(e) - 1, e = ey, e,
potom pre lubovolny v € V,v = ae; + Be; mame:

f)- fv) =
= flaner + Bey) - f(aer + feg) =
=042f(61)~ fler) +aBf(er) - fea) +aBf(es) - fler) + 52 f(e2) - f
=a?f(er) - fer) +aBf(er) - flea) —aBf(er) - flea) + 52 f(e2) - flea) =
= (61) fler) + B2 f(ea) - flez) =
= ( q(er) + Bq(es)) =

= —(aey + Bes, aey + feg) = Pouzivam ortonormalnost

= —q(v)

Toto uvazovanie zhrnieme nasledovne

Lema 2.2.4. Pre V kvadraticky priestor s ortonormdlnou bdzou {ey,...,e,} a pre
linedrnu funkciu f -V — o a antikomutujicu mnoZinu Imys({e1, ..., e,}) plati

fle) - fle) = —qle;) - 1Ve; € {er,...,en} <= f(v) f(v)=—q(v)-1Vv eV

Dékaz. Postupujeme indukciou na velkost bazy

1.krok Pre n =1 to trividlne plati.

2 krok Majme n—rozmerny kvadraticky priestor V' a jeden prvok jeho ortonormalnej
bazy e; € {e1,...,e,}. Potom V vieme napisat ako V = Re; & V', kde V' je

TYy=-yYy-x
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(n—1)—rozmerny podpriestor V' generovany zvyskom ortonormélnej bazy V. Speciélne
teda plati, ze e; L V'. Pouzijeme indukény predpoklad, teda

fle) - fle;) = —qle;) - 1Ve; € {ea, ... en} <= f(v)- f(v) =—q(v)-1Yv eV’

Dalej sa postupuje tiplne rovnako ako v texte hore. Lubovolné v € V napiseme ako
v=uae; + fBa2', ' € V' aopakujeme tie isté kroky. ]

Nasim d'alsim cielom je tiplne klasifikovat redlne Cliffordove algebry nad koneéno-
rozmernym vektorovym priestorom. Chceli by sme mat apardt na to, Ze si tipneme
nejakd znamu algebru ako kandidata a ukazeme, ze je to naozaj Cliffordova algebra,
ktort hladdme. Teda ked bude mapa f z predoslej lemy izomorfizmus, mame vyhraté.
Zislo by sa ndm poznat dimenzie Cliffordovych algebier.

Tvrdenie 2.2.5. [9, str. 10, 1.3/ Majme Cliffordovi algebru Cl,, kvadratického pries-
toru RP4. Potom mdme izomorfizmus vektorovych priestorov Cl,, = ARP1.

Doékaz. Béza Cl,, bude tplne rovnakd ako baza ARP? z rovnakych dovodov, aké boli
spomenuté v casti 1.7. O

Désledok 2.2.6. Mdme, Ze dim Cl,, = 2PT9.

Dékaz. dim Cl,, = dim ARP? = 2P+, O

2.3 Kilasifikacia Cliffordovych algebier

Ako prvé trividlne pozorovanie je, ze Clyg = R, ked polozime mapu f = 0 a nahliad-
neme, ze dim Clyo = 1.
Budeme vypliiat nasledujicu tabulku pre rozne signatiry.

(pq) 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R

1

2

3

4

5

6

7

Zoberme si kvadraticky priestor RM? (ktory je izomorfny s klasickym R). Chdpme
R0 ako vektorovy priestor nad R s bdzou {e;}, s beznym skaldrnym sic¢inom (teda
(x,y) = wy), resp. normou ¢(e;) = 1. Teraz by sme chceli néjst jeho Cliffordovu al-
gebru. Podla dosledku 2.2.6 mé jej dimenzia byt 2. Ked chceme vyuzit lemu 2.2.3,
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potrebujeme mapu f : R — Cl;, takd, aby f(e1)f(e1) = —q(e1) - 1 = —1. Toto by
ndm mohlo napovedat, Ze nasim kandiddtom na Cliffordovu algebru je prave algebra
komplexnych ¢isel C, ktort generuje mnozina {1,i} ako vektorovy priestor. Definujme
f(e1) =i a linedrne rozsirme. Plati f(e1)f(e1) = —1 = —q(e1) - 1, teda mapa f existuje
prave vdaka leme 2.2.3.

T (R) —— CI(1,0)
I
R—7I C

Kedze C 3 i € Im(f), tak i € Im(f). Oba generdtory C st v obraze f, teda, f
je surjekcia. Ale dimenzia C je 2, tak ako aj hladanej Cliffordovej algebry, takze f je
naozaj izomorfizmus a CI(R'? ¢) = C.

Lema 2.3.1. [9, str. 25] Platia nasledujice izomorfizmy algebier:

IIZ

a) C1(0,0

12

b) CI(1,0) = C

12

R R

1%

(0,0)

(1,0)

c) C1(0,1)

d) Cl(2,0) 2 H

Doékaz.  a) Vyriesené
b) Vyriesené

c) N&s priestor je R%! s jednym generdtorom {e}, g(e) = —1.
Najprv sa presvedcime, ze element (1,—1) € R @ R generuje R @ R ako algebru.

(17 _1) ’ (17 _1) = (17 1)
Zoberme si Tubovolné (a,b) € R & R. Potom

a;—b.(l’l)+a—b

-(1,-1) = (a,b)

Zjavne je dimenzia R ® R = 2.

Predosld ivaha nam napovedala, ako by mala vyzerat funkcia f v nasledujicom
diagrame:
g(RO’:l) L) Cl071

il 7

RO T \RaR
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Kde

f:RM S ReR
e (1,-1)

a funkciu f rozsirime linearne.

Teraz treba skontrolovat podmienku z lemy 2.2.3, teda Ze naozaj
fle)- fle) = (1,1) = —qle) - (1,1).
Aby bola mapa f izomorfizmom algebier, stacf len porovnat dimenzie. dim ROR =
2 = 2! = dim Cly;.

d) Zoberme si i,j € H. Kedze —i*> = 1 ai-j = k a {1,4,4,k} generuji H ako
vektorovy priestor, tak {i,j} generuju kvaterniény ako algebru.

Zoberme {ey, e5} ortonormalnu bazu R*P.

TR —L— Clyy

il 7

R2 — L

Kde

f:R*° 5 H
e 1
€9 > j
a zvysSok rozsirime linearne.

Skontrolujeme podmienky lemy 2.2.3. Podla pozorovania z 2.2.4 ndm staci overit
nasledujuce fakty:

o fler) - fler)=i-1=—-1=—1-q(ey)
o flea) flea) =j-j=—-1=—1-q(ea)
o fler) flea) =i-j=—j-i=—f(ea)- fle1)

Dimenzie Clyy a H si rovnako 4.

[]

Teraz nasa tabulka vyzera takto:
My sme si sltbili tiplni klasifikdciu, takze teraz uvedieme vety, ktoré uréia Cliffor-
dovu algebru pre nejaku signatiru ako tenzorovy sucin inych Cliffordovych algebier.
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3 4 5 6 7

=)
te]
~
e}
—
[\

RoR

N O Ol W N~ O

Lema 2.3.2. [9, str.25, 4.1] Plati, Ze
a) Cluo ® Clos = Clopss 1> 0
b) Cly,, ® Clyg = Clyy29 n>0
¢) Cly®Cli; =Clyy1 541 7,5>0

Dékaz. Ako vidy budeme vyuzivat lemu 2.2.3 spolu s 2.2.4.
a) Zoberme R%"*2 a jeho ortonormdlnu bazu {ei, ..., e,42}. Plati g(e;) = —1  pre
1=1,...,n+2.

Cl,o je Cliffordova algebra R™°| teda zoberme ortonormalnu bdzu vektorového
priestoru R™C: {hy, ... h,}. Plati ¢(h;) = 1 a pamétame na to, ze pre h;, chdpaného
ako h; € Cl,p mame h;-h; = -1 prei =1,...,n. Podobne mdme ortonormalnu
bazu R%? :{g1, g2}, kde platig(g1) = ¢(g2) = =1, g1 g1 = go - g2 = 1.

Mame diagram

TR™*20) — L Cl,yag

il 7

R+20 L 01,0 ® Clos

kde

h; =1,...
f(el) :{ Z®9192 3 9 7n

1® g t=n+1n+2
a rozsirené linedrne.

Potrebujeme overit nasledujiice fakty:
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e Prei=1,...,n,

flei) - flei) =
=(hi®g1-92) (hi®g1-g2) =
=hi-hi®g1-ga- 9192 =
=—1®g-92-91-92=
=1®g-91-92-92=
=1®1=
— gle) (1 1)

e Prei=n+1aleboi=n-+2

flei) - fle) =
= (1 ® gifn) ) (1 ® gifn) =
=1® Gi—n " Gi—n =
=—q(e1) - (1®1)

o (Antikomutdcia ¢.1) prei,j =1,...,n, i # j

flei) - flej) =
=(hi®g1-g2) (hj®g1-g2) =
=hi-hj®g1-92-91-92 =
=—hj-hi®g1-92-91-92=
=—(hj®g1-g2) (hi®g1-g2) =
= —flej) - flei) =

o (Antikomutdcia ¢.2) prei=1,...,n,j=n+ 1 alebo j =n+ 2

flei) - flej) =
=(hi®g1-92) (1 ® gi—n) =
=hi®Gg1-G2 Gi—n =
:Chj'hi®gl'gi—n'g2:
= —hy B ® i g1 G =
=—f(e;) - fle:) =

Tu som pouzila konstantu ¢ = £1 kvoli strucnosti, ako g;_, cestuje dolava,
na dva skoky, iba raz vymeni znamienko, lebo raz sa urcite meni sam zo
sebou.
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o (Antikomutdcia ¢.3) Bez ujmy na vseobecnosti i =n+ 1, j =n+ 2

flent1) - flengo) =
=(1®g) 1®g)=
=1®g g2 =
=—-1®¢g 0=
= —f(ens2) - flent1) =

Dimenzia Cl, o ® Cly je 2192 = 2"+2 &0 je dimenzia Clonta-

Teraz ale nie je hned jasné, ze obraz f je nejakd mnozina generdtorov. Zoberme
si nejaky prvok z bazy Cl, o ® Cly .

h; ® g; € Cln,o ® Olgg

e Ak j =1
f(hz’>'f<92) =
=(hi®gi-92) - (1@ go) =
=hi®g1-92-92=
=h; @ ¢
e Ak j =2

—f(hi) - f(g1) =
=—(hi®g-g) 1®g)=
=—-hi®g-92-1 =
=hi®gi-g1-g2=
=hi ® g2

b) Dokaz tejto ¢asti bude vyzerat rovnako, ale spravime ho aj tak, lebo sa budeme
o toto tvrdenie dost opierat.

Méme:
e Ortonormdlnu bazu R"™2%  {e;,... e, 0}. Plati g(e;) =1, pre
1=1,...,n+2.
e Ortonormdlnu bazu R%", {hy,... h,}. Plati q(h;) = —1a h;-h; = —1 pre
1=1,...,n.

e Ortonormdlnu bazu R*°, {g;, go}. Plati q(g1) = q(g2) = 1,
G1-91=92-92=—L
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Mame diagram

Q(R"*'Q’O) —r 5 Clyy2p

il 7

R7+2.0 #) Cl[),n ® Clg}o

kde

hi®9192 izlu"w”’
fle) = .
1® gi—n t=n+1,n+2

a rozsirené linearne.
Potrebujeme overit také fakty ako v predoslej casti.
e Prei=1,...,n,
flei) - fle) =
=(hi®g1-92)  (hi ® g1~ g2) =
=hi - hi®gi-g2-91-92 =
=1®¢g1-92-01-92=

=—1®g1-91-92-92 =
=—-1®1=

=—q(e1)- (1®1)
e Prei=n+1aleboi=n-+2
flei) - fles) =
= 1®gi—n'gi—n:
—1l®l=
=—q(e;) - (1®1)
o (Antikomutdcia ¢.1)prei,j=1,...,n,i1#j
flei) - flej) =
= (hi®g1-g2) (hj®g1-ga) =
=hi-hj®g1 g2 9192 =
=—h;j-hi®g-92-91"-G2=
=—(hj®g1-g2) (hi®g1-g2) =
= —f(e;) - fle:) =
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o (Antikomutdcia ¢.2) prei=1,...,n,j=n+ 1 alebo j =n+ 2

f(ei) - f(ej) =
=(hi®g1-92) (1®gi—n) =
=hi®g1-92 Gin =
=ch;j-hi @ g1+ gi—n - g2 =
=—hj - hi®gin-g1-92=
=—f(e) - fle:) =

S rovnakou konstantou ako minule, ¢ = +£1.

o (Antikomutdcia ¢.3) Bez ujmy na vseobecnostii =n+1, j =n + 2

f(ent1) - flensa) =
=(1®g) (1®g)=
=1®g g2 =
=-1®gp -0 =
= —f(ensa) - flent1) =

Dimenzie sa zase zhoduju.

Teraz zase chceme ukdzat, ze obraz f vygeneruje celé Cly,, @ Clay.

Zoberme:
h; ® g; € Ol()m X Cl2,0
e Ak j=1
—f(hi) - f(g2) =

=—(hi®gi-¢2) (1R go) =
=—hi®g1-92-g2 =
= hi®g1

e Ak j =2

f(hi) - flg) =
=(hi®g-g2) (1®@gq)=
=hi®g-92-91 =
=—hi®g-g1-g2 =
=h; ® go
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¢) Méame:

e Ortonormdlnu bazu R™ 1 fe, . e, 1,€1,..., €501} Plati g(e;) = —1,
prei=1,....,r+lagq(eg)=1, prei=1,...,s+1.

e Ortonormalnu béazu R™, {hy,... h.,01,...,0s}. Plati q¢(h;) = —1,
hi-hi=1 prei=1,....,raq(e)=16-¢=-1 prei=1,...,s.

e Ortonormdlnu bazu R, {g,~}. Plati ¢(g) = -1, g-g =1 aq(y) =1,
vy =-—1.

Mame diagram

y(]RTH’SH) —r Clr+1,s+1

| 7

Rr+1Ls+l ;) Clr,s ® Cll,l

kde

hi®g-~vy 1=1,...,r
f(ei)Z{

1®g t=r+1

0, 297y 1=1,...,s
fle) = .

1®7y 1=s5+1

a rozsirené linedrne.

Potrebujeme overit také fakty ako v predoglych ¢astiach.
e Prei=1,....,rae;
fes) - fle) =
=(hi®g-y) - (hi®g-v)=

=—-1®g-v-g9-7=
=1l®g-g-7v-7v=
=—1®1=

=—q(er) - (1®1)
e Prei=r+1aceg
flersr) - fleryr) =
=(leg)-(leg) =
—1®g-g=
=—-1®1=
= —qle,11) - (1®1)
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=li®g-7)-(0i®wg-v)=
=0,-0;,2g9-v-9g-7v=
—1®qg-v-g 7=
=—1Qqg-g-v-v=

e Prei=s+1acg

flesi1) - flesir) =
=(1®7) - 1®y)=
—1®y-y=
= —q(€s11) - (1® 1)

Teraz by sme mali uviest Sest antikomutac¢nych dokazov, skiisime to trochu skratit

o (Antikomutdcia ¢.1) z,y € {e1,...,€r,€1,...,€s}, T # ¥y, pre vhodné
z# 2 €{hy,...,h,01,...,05}

flx)- fly) =
=(2®g-7)-(F®g-7) =
=2-2®qg-v-9g-7=
=72 2®q-7v-9g-7=
=—fly)- f(z)

o (Antikomutdcia ¢.2) Pre e,,1, €511

f(€r+1) 'f(eerl) =
=(l®yg)-1®9) =
= 1®y.g=
= —fles41) - flerya)

o (Antikomutdcia ¢.3) Pre x € {ey,..., e €1,...,€6}, vhodné prislichajice
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z€{h1,... he,01,...,0s} ay € {e 41, €501} s prislichajucim w € {g,v}

flx)- fly) =
=(z®g-7)-(1ew)=
=c(z®@g-w-7) =
=—ZQWw-g-y=
=—fly) flx) =

Co sa tyka dimenzii, dim Cl,., ® Cl;; = 27+922 = 2r+5+2 = dim Ol 1 41
To, ze obraz f generuje celé Cl, ; ® Cly ; ukazuju nasledujice jednoduché rovnosti

hi®@g= fle) flest1)
hi @y = f(e:) - flers1)
0:® g = f(€)- [(es+1)
0: @~ = fl&) - f(ers1)

]

Teraz mame vynikajice nastroje na dopiﬁanie tabulky. Budeme vyuzivat cely obsah
casti 1.6, kde sme ukézali rozne izomorfizmy tenzorovych sic¢inov maticovych algebier.
Ako prvy bod, vyplnime poli¢ka (p,0) a (0,q) pomocou vlastnosti a), b):

1 2 3 4 5 6 7
R|C|H | HoH|H?2) | CAE | RE) [ RE) & R(@E)

—~
=
e}
~—r
e}

N O Ol W N~ O

A potom pomocou vlastnosti ¢) zvysok.
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Obr. 2.1: Klasifikacia Cliffordovych algebier
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Nedoplnili sme naozaj cely ,,zvysok “, ale ukazuje sa, ze 8 stipcov a 8 riadkov je velmi
dobré volba vd'aka nasledujticim pozorovaniam.
Skisme odvodit nejakd pekni rekurentni formulu pre Cli,. ), Ak (r > s) ar—s > 8.

I

Cls

12

Cl_so ® (CIYY) =

2 (Ol @R(2°) =

= Clyy—s—2® Chy @ R(2°) =

2 Cl—s-40 ® Clhp @ Chyp @ R(2°
= Clys—6® Clha® Chp®2®@R
= Clh_s50® CO,S ® 0278 ® R(2°
2 (Cl_s—50®R(4) ®R(4) @ R(2°
> (g g0 @R(2°M)

1%

25

>~

~— o~ —
~—

12

1%

Zastavili sme sa tu, lebo ked spravime druhy pripad (r < s)a s —r > 8 tplne
rovnako zistime, ze:

Ol(ns) = Cl(o7s_r_8) X R(2T+4)

Veta 2.3.3. (Veta o periodicite) [9, str 27, 4.3] Ako Specidlny pripad predoslyjch vijpoctov
wvidime, Ze plati pre n > 8:

o Clion = Clpn-g) ® R(16)
® Cl(n,O) = Cl(nf&o) X R(16)

Toto je velmi dobré, lebo tenzorovanie algebrou R(n) je jednoduché (lema 1.6.3).
Taktiez to suvisi s tzv. Bottovou vetou o periodicite v topologii a v tzv. K-tedrii.
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Kapitola 3

Reprezentacie Cliffordovych
algebier

3.1 Uvod

Definicia 3.1.1. Reprezentacia R-algebry &7 je homomorfizmus p : &7 — Homg(V, V),
kde V' je vektorovy priestor nad R a Homg(V, V') st R-linedrne zobrazenia z V do V.
Moézeme hovorit, Ze &/ m4 akciu na V.

Vo vseobecnosti mozeme mat k-reprezentdciu nejakej k-algebry, pre nejaké pole k,
p:o — Homi(V,V), kde V s je vektorovy priestor nad k a Homy(V, V') st k-linedrne
zobrazenia.

Kedze Homg(V, V) st v tomto kontexte redlne n x n matice, reprezentécia p vlastne
priradi ku kazdému prvku algebry 7 (nie nutne rézne) matice.

V definicii st vlastne dve zmienky o nejakej homomorfnosti.

e p je homomorfizmus, teda:

= pla+b)(v) = pla)(v) + p(b)(v)

= plab)(v) = (p(a) o p(b))(v) = p(a)(p(b)(v)) Teda neplati, ze p(ab)(v) =
p(a)(v)p(b)(v), lebo to by ani nedavalo zmysel, ked'ze vektory vo V nemaju
definované nasobenie. Musime tu ndsobit prvky mnoziny Homg(V, V). Ale

to vieme, je to obycajné nasobenie matic, ktoré koresponduje so skladanim
funkcii AB ~ fa0 fB.

e Homg(V,V) st linedrne zobrazenia z V do V.

= pla)(u+v) = pla)(u) + p(a)(v)
= pla)(au) = ap(u)
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Velmi ¢asto sa vynechdva zapis zo zatvorkami a pouzivame skritent notdciu*, pre

acd, veV
a-v:= p(a)(v)

Priklad 3.1.2. Jeden velmi jednoduchy pripad, algebra R(n) md svoju prirodzent
reprezentaciu.

p:R(n) = Homg(R",R") 2 R(n)
A= A

Vsetky podmienky ¢o treba skontrolovat vyplyvaju zo zakladnej linedrnej algebry.
o (A+ B)v=Av+ Bv
o (AB)(v) = A(B(v))
o Alu+v) = Au+ Av
o Alav) = aA(v)

Ked zoberieme nejaky podpriestor W C V, vieme akciu algebry &7 zizit na ten
podpriestor. Toto nemusi byt nutne reprezentacia, lebo nemame zarucené, ze

o -W CW.

Definicia 3.1.3. Reprezentéciu p : &/ — Homy(V,V) volame ireducibilnd, ak pre
vietky podpriestory W C V z toho, ze o7 - W C W vyplyva, ze W = {0} alebo W = V.
Hovorime, Ze reprezentacia nema 7-invariantny, vlastny, netrivialny podpriestor.

3.2 Reprezentacie ako moduly

Teraz sa presvedéime, Ze ked mdme reprezenticiu nejakej algebry <7, tak to nie je
ni¢ iné, ako mat modul nad /. Pre¢o potom hovorit o reprezenticidch? Lebo vo
v8eobecnosti reprezentacie inych objektov ako algebier/okruhov (napriklad grip) nie
st moduly.

Majme reprezentaciu p : &/ — Homy(V,V). Z nej vytvorime o/-modul (M,+, )
v zmysle M = V' operacia + je klasické sc¢itovanie vo V' a nésobenie - je akcia v
reprezentacii.

Lema 3.2.1. Reprezentdcia vnimand ako modul, je ireducibilnd prdve vtedy, ked ko-
respondugiuci modul nemd vlastné podmoduly.

Definicia 3.2.2. Dve reprezentdcie tej istej algebry si izomorfné, ked ich moduly si
izomorfné.

*Je to notacia akcie algebry na vektorovom priestore
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V priklade 1.4.8 z casti 1.4 sme mali, Ze pre okruh (algebru) R a jeho(jej) Tavy idedl
I mame, 7e I je R-modul. Teraz vyslovime lemu, ktord sa nam bude hodit neskor.

Lema 3.2.3. Majme nejaki algebru o7 a jej lavy idedl I C o/ . Potom I nemd vlastny
netrividlny lavy (pod)idedl prdve vtedy, ked I ako modul nemd vlastny podmodul.

3.3 Akcia C(n) a H(n) na vektorovom priestore RY

Toto su klasické identifikacie komplexnych a kvaterniénovych matic a vektorov s realnymi
maticami a vektormi.

C" +— R
ay
a + bl’L b1
: |
an, + b, G,
b’I’L
H" < R*
aq
by
C1
a; + bl’L + Clj + dlk d1
: |
(U, + bpi + Cnj + dnk an
bn,
Cn
dTL

Teda d4 sa najst aj korespondencia medzi

C(n) «— R(2n)
H(n) <— R(4n)

ktora by respektovala koreSpondencie vektorov, teda ku A € C(n) najst A’ € R(2n),
také, ze koreSpondujice vektory poslu A, A’ na korespondujice vektory.

Definicia 3.3.1. Definujme vnorenia

6:C(1) = R(2)
a+birs (Z _ab)
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¥ H(1) — R(4)

a —b —c —d
atbitcitdi |00 T4 c

c d a —b

d —c b a

Overenie, Ze to plati, je lahky vypocet.
Teda aj R-algebry C(n), H(n) maju prirodzent akciu na priestor R?*", resp. R*".

3.4 Reprezentacie R-algebier k(n), k=R, C, H

V tejto casti sa budeme opierat o knihu Algebra od profesora Langa [8, str. 641-657].
Nase potreby si skromnejsie ako uvazuje korespondujica ¢ast jeho knihy, preto sme
niektoré zdanlivo relevantné ¢asti vynechali alebo nahradili.

Chceli by sme ukdzat, ze R-algebry k(n), k = R, C, H majui len jednu nenulovi ire-
ducibilni reprezentédciu- svoju prirodzenu reprezentdciu (az na izomorfizmus, v zmysle
izomorfizmu modulov). Z toho odvodime, ze algebry typu k(n) ® k(n), k = R,C, H
maji prave dve neizomorfné reprezentacie. Takto pokryjeme vSetky alternativy, ktoré
mozu nastat v Cliffordovych algebrach, akymi sme sa zaoberali.

To, 7e je prirodzend reprezentdcia ireducibilnd, dokdZeme az o chvilu.

Majme algebru k(n), k = R, C, H.

Vyjadrime k(n) ako priamy stcet nejakych lavych idedlov, ktoré st jednoduché ako
modul nad k(n)(ekvivalentne nemaji lavy vlastny netrividlny podidedl).

Ozna¢me L; podmnozinu k(n), mnozinu vSetkych matic, ktoré maji vsetky prvky
okrem i-teho Stipca nulové. Presvedéme sa, Ze je to lavy ideél algebry k(n).

Zoberme Tubovolni maticu A € k(n), C € L;. Potom je lahko vidiet, ze AC m4
nenulové prvky maximalne v i-tom stfpci.

Teda L; je uzavreté na nésobenie a zjavne aj na scitovanie. Je to podalgebra, aj
lavy idedl.

Ukézme, ze vietky lavé idedly L; (pre vsetky 4 stipce) nemaju vlastné lavé podidedly.
Pricu nam ulahéi tento poznatok z linedrnej algebry.

Lema 3.4.1. [7, str. 40, Veta 8.8] Majme mnoZinu A linedrne nezdvislych, nenulovych
vektorov vektorového priestoru V. Zoberme si nejaky lubovolny vektorovy priestor W
nad tym istym polom. Majme lubovolni funkciu f : A — W. Potom ezistuje linedrna
funkcia (nie nutne jedinecnd) f -V — W, t.2 f 4= f.

Majme nejaky netrividlny lavy podidedl I C L;, zoberme nejaké 0 # A € I. Polozme
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v=(v1,...,v,) € k™ takto

0 . 0 v, 0 0
0 . 0 v, O 0
A=
0 . 0 v,1 O 0
0 0 v, 0 0
v je ten nenulovy stfpec v A.
Zvolme Tubovolny vektor w = (wy,...,w,) € k™ a polozme:
f: {v} = k"
VW

Podla predoslej lemy 3.4.1 existuje linedlne rozsirenie f : k™ — k™ zobrazenia f . Nech
M,, € k(n) je matica, reprezentujiica zobrazenie f.

Teraz je
0 ... 0 wy O 0
MwA =
0 ... 0 w1 O 0
O ... 0 w, 0 0

KedZe w bolo Tubovolné, mézeme povedat, ze I = L;.
Vsimneme si, Ze vietky lavé idedly typu L; st izomorfné s k™.
Teda dostavame tvrdenie:

Veta 3.4.2. Algebry k(n), k = R, C,H maji rozklad na priamy sicet
kn) =2 L1 & Lo ... D L.

Tvrdenie 3.4.3. Prirodzend reprezentdcia algebry k(n) je ireducibilnd.

Dékaz. Cheeme ukézat ze neexistuje ) # V C k", také, ze k(n) -V C V. Ale to by
hned protirecilo leme 3.4.1 o existencii mapy z v € V kamkolvek. O]

Veta 3.4.4. Algebry k(n), pre k = R,C,H. Maji len jednu- svoju prirodzeni ireduci-
bilni reprezentdciu

Na dokaz budeme potrebovat nasledujticu lemu.

Lema 3.4.5. [8, str. 651, Lema 4.2] Majme algebru <7, jej lavy idedl I C & bez ne-
trividlnych vlastnijch lavijch podidedlov. Majme ireducibilnii reprezentdciu algebry <,
p: — Homg(V,V). Potom ak o -modul idedlu I nie je izomorfny s modulom repre-
zentdcie p, tak I -V = {0}.
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Dokaz. (vety 3.4.4) Pozrime sa, ¢o tdto lema pre nés znamend. Podla vety 3.4.2 méme
k(n) =2 Li®Ly®. ..®L,, teda lubovolnd matica A € k(n) sa dd napisat ako A =" | 1;,
kde l; € L;. Ak by sme mali reprezentédciu algebry k(n) p : & — Homg(V, V') neizo-
morfni ako modul s modulom idedlu L;, potom pre lubovolnd maticu A = Y I, €
k(n) a Tubovolny vektor v € V platif A-v = (31, 1)) -v =" ,1;-v =0, teda p by

musela byt trividlna reprezentacia. O]

Dokaz. (lemy 3.4.5) V tomto dokaze je - akcia v reprezentécii p.
Presvedéme sa, ze [ -V C V je &/-invariantny podpriestor.

(V)=
— (o -D)(V)CI-V

Posledn4 inklizia plati preto, lebo I je lavy idedl.
Vdaka ireducibilite p plati I -V = bud V alebo {0}.
Predpokladajme pre spor, ze [ -V = V.

Teda v € V, t.z. I - v # {0}

Tvrdime, ze funkcia
o: 1=V
L1

je izomorfizmus modulov, lebo je homomorfizmus:

o(ri+ sj) =
=(ri+sj)-v

(ri) - v+ (s ) =
r(i)-v+s(j) v
= ro(i) + s¢(1)

¢ je injektivna, lebo inak by bol ker ¢ jej lavy podidedl takto:

1 € ker ¢
Aeckn) = Aiel

¢(Ai) =
= (Ai)-v=
=A-(i-v)=
—A.0=

=0 = Ai€ker¢
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¢ je surjektivna, lebo inak by bol Im(I) = L - v /- invariantny vlastny podpriestor
takto:

o - (I-v)=
=(«-I)(v)C I v

Takze ¢ je izomorfizmus, ¢o je spor s predpokladom.

Plat{ teda I -V = {0}. O
Désledok 3.4.6. Magme algebru k(n) @ k(n), kde k = R, C,H. Takdto algebra md dve

(az na izomorfizmus) nenulové, neizomorfné ireducibilné reprezentdcie:

p1:k(n) ® k(n) - Homg(k"™, k™)
(A®B)-z— A-x

p2 : k(n) ® k(n) — Homg (K", k")
(A®B)-z+— B-x

kde - je jedind ireducibilnd akcia k(n) na Homg(k", k™).

Dokaz. Majme nenulovi ireducibilni reprezentaciu

p:k(n)®k(n)— Homg(V,V)

Tvrdime, ze existuje vektor v € V, t.z. (k(n) @ 0) - v # 0 alebo (0 ® k(n)) - v # 0.
Ak by tomu tak nebolo, potom pre lubovolné w € V méme
(k(n) ®k(n)) -w=(k(n)®0) - w+ (0@ k(n)) w=0.

Zvolme také v a predpokladajme, Ze plati (k(n) @ 0) - v # 0.

Nech je 0 # W C V najmensi podpriestor uzavrety na akciu (k(n) @ 0), teda
W = (k(n) ® 0) - v. Potom W je teda netrividlna ireducibilnd (lebo W sme zobrali
minimélny) reprezentacia k(n) ® 0 = k(n), teda W = k™.

Dalej majme W’ C V najmensi podpriestor uzavrety na akciu (0 @ k(n)), teda
W' = (0® k(n)) - v. O tomto este nevieme, Ze je prazdny, ale budeme sa to snazit
ukézat.

Presvedéme sa, ze W = V. Naozaj, pre lubovolné A® B € k(n) @ k(n) a lubovolny
prvok (A’ @ 0) -v € W mame

(AeB)- (A ®0)-v)=

(A8 B)- (A®0)-v-
=(AA®0)-v €k(neo
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Z toho, ze p je ireducibilnd, mame W = V.
Kedze v € V =W, existuje A € k(n), t.z. (A®0)-v = v. Majme lubovolné u € W,
Vektor u sa d& napisat ako u = (0@ B) - v pre nejaké B € k(n). Poc¢itame a dostaneme

w =
=0®B) v=
=0®B)- (A®0)-v) =
=0®0)-v=
=0
Dostavame to, ¢o sme chceli W’ = 0. Toto koreSponduje s prvou reprezentaciou z

vety. Pocas dokazu sme predpokladali, ze Jv, (k(n) ®0)-v # 0. Keby sme predpokladali
druht moznost Jv, (0 & k(n)) - v # 0, dostali by sme druhti moznost. O
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Kapitola 4

Aplikacia Cliffordovych algebier na
vektorové polia na sférach

4.1 Topologické prerekvizity

V tejto casti pontikneme velmi skrateny tivod do diferencidlnej topolégie spolu s intuiciou
o definovanych pojmoch. Budeme ¢asto odkazovat na texty [6] a [3], lebo diferencidlna
topoldgia nie je zameranim tejto prace.

Uvedieme slavny vysledok J.F. Adamsa [1] o vSade linedrne nezavislych vektorovych
poliach na sférach. Tento vysledok, ktory tu nedokazeme, hovori o ich maximélnom
moznom poéte. My opiSeme jednu taki konstrukciu uvedent v [9] s pouzitim Cliffor-
dovych algebier.

Definicia 4.1.1. (Topologicky priestor) Pod topologickym priestorom rozumieme dvo-
jicu (X, 7), kde X je nejakd mnozina a 7 C P(X) takd, ze

1.0er, Xer.

2. Kazdy konecny prienik mnozin z 7 je v 7.

3. Lubovolné zjednotenie mnozin z 7 je v 7.
Mnoziny v 7 volame otvorené.

Spojita mapa medzi topologickymi priestormi je taka, kde vzor otvorenej mnoziny je
otvorend mnozina. Bijektivna spojita mapa sa vola homeomorfizmus, ak aj jej inverzna
funkcia je spojita.

Pod podpriestorom Y topologického priestoru X, myslime, ze Y C X a

VETyﬁaUGTx,UmY:V

Overia sa podmienky a zistime, ze Y je topologicky priestor.
Pre dva topologické priestory X, Y existuje ich tzv. su¢inova topoldgia (X XY, Txxy ).
Nebudeme ju tu definovat, detaily napriklad tu [6, str. 11].
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Definicia 4.1.2. (Varieta) [3, str. 1, 1.1] Majme topologicky Hausdorffovsky priestor

so spocitatelnou bazou M™*, ktory je navyse lokdlne homeomorfny s R™, t.j. pre kazdy

bod p € M™ existuje jeho otvorené okolie U a homeomorfizmus ¢ : U — U’ C R" pre

nejaki otvorent mnozinu U’ C R". Potom M™ nazyvame varieta (angl. manifold).
Cislo n v M™ oznacujice dimenziu budeme vynechévat, teda piseme M.

My budeme uvazovat iba variety vlozené do nejakého priestoru RVT.

M —— RN

Takéto variety nie su az také zovseobecnenie, lebo plati veta, ze kazda hladka n-
rozmern varieta sa da vlozit do Euklidovského priestoru R*" tak, ze M bude v R?*"
uzavretd mnozina [3, str. 71, veta 7.10]. Tento vysledok sa vold Whitneyho veta o vno-
rent.

Definicia 4.1.3. (Hladk4 differencovatelnd struktira) Majme varietu M™. Pod hladkou
differencovatelnou struktirou na M rozumieme systém F = {(U;, ¢;) }ier, kde
@i : Uy = U" C R™ je hladky homeomorfizmus (difeomorfizmus) a plati:

1. Uie[ Ul - M
2. Pre vietky i,j € I plati, ze funkcie p;op;* : @;(U;NU;) — ¢;(U;NU;) st hladké.

3. F je maximdlny taky systém, ktory Spfﬁa prvé dve podmienky.
Kazdu dvojicu z hladkej struktiry (U, ¢) voldme lokalne stradnice bodu = € U.

Definicia 4.1.4 (Hladk4 varieta). Hladk4 varieta je varieta s hladkou diferencovatelnou
strukturou.

Priklad 4.1.5. Pod n—rozmernou sférou (tzv. n-sféra) rozumieme
S" = {z € R"™|||z|| = 1}. D4 sa ukdzat, ze S™ je hladkd varieta.

Priklad 4.1.6. Priestor R" je hladka varieta.

Termin podvariety je celkom komplikovany. Na rozdiel od topologického priestoru,
nie kazd4 podmnozina moze byt podvarietou. Definiciu mozeme najst napriklad tu [3,
str. 9-10]. My budeme potrebovat ze S™ je podvarieta R™.

Teraz sa pozrime na dotyé¢nice. Zoberme si napriklad S*, ¢ize kruznicu. Nad kazdym
bodom A kruznice je jeho doty¢nica, na ktori sa budeme pozerat ako na (jednoroz-
merny) vektorovy (a topologicky*) priestor nad R. (Budeme ho znacif T4S?).

*Detaily tych pojmov si napr. vo [6]
Slovo vlozené je technicky pojem. Detaily napr. tu [3, str. 10, definicia 1.10]
yvzdy s beznou Euklidovskou topolégiou
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Obr. 4.1: Doty¢nica kruhu v bode

Pre S? a bod A mame podobni situdciu. Toto bude dolezité, tak to znovu zdoraznime:

v kazdom bode sa dd dotykovd rovina chépat ako (dvojrozmerny) vektorovy priestor
nad R.

&
.
.
.
03

Obr. 4.2: Doty¢nica 2-sféry v bode

Je asi uveritelné, ze dotykovy priestor ku A € S™ bude n—rozmerny redlny vektorovy
priestor.

Definicia 4.1.7. (Dotykovy vektor)
Majme n-rozmernu varietu M, bod x € M a lokélne sturadnice (U, ¢), p € U.
Zoberme si krivky v : (=1,1) — M, také, ze y(0) = .
Definujme triedu ekvivalencie ~ na takych krivkach nasledovne:

Y1~ Y2 & (pom)(0) = (po12)(0)
Jedna takato trieda ekvivalencie sa vola dotykovy vektor M v bode x.
Ked méame vloZenie

M —— RN

Tak definované dotykové vektory naozaj koresponduju k dotykovym vektorom v
danom bode, ako sa Studuje v realnej analyze.
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Lema 4.1.8. Dotykové vektory tvoria redlny vektorovy priestor, ktorého dimenzia suhlasi
s dimenziou variety.

Definicia 4.1.9. Vektorovy priestor z predoslej lemy volame dotykovy priestor v bode
x € M. Znacime T, M. Je to aj topologicky priestor s beznou Euklidovskou topoldgiou.

Bolo by potrebné ukézat, ze tato konstrukcia nezavisi na vybere lokalnych stradnic.
Detaily, ktoré sme preskocili, sa daji ndjst napriklad tu [4, str. 23-24].

Chceli by sme zlicit vsetky dotykové priestory do jedného topologického priestoru,
konkrétnejsie do jednej hladkej variety.

Definicia 4.1.10. (Dotykova varieta)
Majme mnozinu TM := ], ., ToM § a projekciu, ktord ukéaze kazdému vektoru, z
¢ieho dotykového priestoru pochadza.

p:TM—M
v s vel,M

Teraz chceme opisat topolégiu na TM (detaily napriklad tu [3, str. 30]).

Pre bod # € M zoberme jeho nejaké lokdlne siuradnice (U,, .), teda ¢, (U,) = U
pre U C R"™ otvorent mnozinu. Plati ze T, M = R". Taktiez mame bijekciu mnozin
e p N U,) — U xR" C R* x R*. Mnozinu A C p~}(U,) nazveme otvorend prave
vtedy ak plati, ze @, (ANp~1(U,)) je otvorena v R™ x R". Bolo by potrebné ukdzat, ze
je to dobra definicia, teda nezavisi od vyberu lokdlnych stiradnic. Mnozina B C T'M je
otvorend ak pre kazdé x € B existuje také otvorené A, ze v € A C B.

Projekcia variety p : TM — M je priklad vseobecnejsieho pojmu vektorovej fibrdcie
(angl. vector bundle). Vo vSeobecnosti n-rozmernd vektorové fibrdcia je surjektivna
funkcia ¢ : F — X taka, ze plati:

e Pre Vz € X md 7 !(z) = E, struktiru n -rozmerného vektorového priestoru.

e Pre kazdé » € X existuje jeho otvorené okolie x € U C X, také ze existuje
homeomorfizmus f : 77 1(U) — U x R", ktorého ziZenie je navyse izomorfizmus
vektorovych priestorov f | E, — {z} x R™.

Priestory E, sa nazyvaju fibre (s.g. fiber).

Priklad 4.1.11. Majme vektorovy a topologicky priestor R? a nech je p : R? — R
projekcia na prvi suradnicu. Priestory E, st 1-rozmerné fibre.

Priklad 4.1.12. Fibracia p : TM — M ma n-rozmerné fibre.

$Znacka ][ je v tomto pripade disjunktné zjednotenie. Je to ako keby sme napisali UyecpsT, M, len
v predoslom zapise je zdoraznené, ze mnoziny T, M povazujeme za disjunktné.
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Lema 4.1.13. Platia nasledujice izomorfizmy.
a) T,R" =2 R"
b) TR® = R" x R™
Lema 4.1.14. Podvarieta mad pod-dotykovy priestor
Ak N — M, triedy ekvivalencie definujice dotykové vektory v N sa injektivne vloZia

do tried ekvivalencii definujicich vektory v M. Teda pre v1,7v2 : (—1,1) — N plati, Ze
Y1 ~N Y2 & 1 ~u Ve Potom je vloZenie v nasledujiicom diagrame dobre definované.

N e—— M

x| |

Pre nds bude dolezity pojem hladkého vektorového pola na sfére.

Definicia 4.1.15 (Vektorové pole). Majme varietu M, (napriklad S™) a projekciu

p:TM — M
v s vel M

Vektorové pole na M je rez (angl. section) mapy p, t.j. je to funkcia
s: M —TM

také ze s(p(m)) = m,Vm € M.
Inak povedané, kazdy bod m € M dostane jeden svoj dotykovy vektor.
To, 7e je s rez, mozeme znacit takto

x/p\
M —— TM
Vektorové pole je hladké, ak je s hladka funkcia.

Nés bude zaujimat, ktoré zo sfér S™ maji vsade nenulové hladké vektorové po-
lia a kolko navzdjom linedrne nezavislych ich maju. Vektorové polia {sy,...,sn}, S; :
M — TM, Vi = 1,...,n volame linedrne nezavislé, ak pre YVm € M su vektory
s1(m),...,s,(m) linedrne nezavislé v zmysle vektorového priestoru 7,,M (v ktorom
vietky lezia). Samozrejme linedrna nezédvislost implikuje nenulovost v kazdom bode.

Kvoli dimenzii dotykového priestoru v kazdom bode x € S™, je horné ohranicenie
poctu (hladkych) linedrne nezavislych vektorovych poli n.

Na kruznici(S') je to jednoduché(vektory st upresnené v nasledujicom priklade).
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Obr. 4.3: Hladké vektorové pole na kruznici

Nasli sme jedno hladké vektorové pole a podla nasej diskusie, viac navzajom linedrne
nezavislych neexistuje.

Priklad 4.1.16. Na neparnorozmernych sférach vieme jedno také vSsade nenulové vek-
torové pole hned napisat.
Majme n neparne. S™ = {(z1,...,2,41) = x € R"™ ||z|| = 1}.
Definujme hladky rez
s:S"—=1TS"

(X1, oy Tpy1) = (—To, 01, — X4, X3, . .., —Tpy1, Tp) € TpS™
To, ze je obraz s v dotykovom priestore, odovodnime tym, ze pre plati z L s(z).

Na S? to ale nepojde, keby sme sa napriklad pokdsili ulozif vektory v smere rov-
nobeziek rovnika takto:

Obr. 4.4: Doty¢nice ku S?

Intuitivne, na severnom a juznom péle by sme spojito nemohli ur¢it nenulovy vektor,
tam by boli akési okd hurikana ako na obrazku.
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Obr. 4.5: Oko hurikanu

Toto samozrejme nie je dokaz, o parnorozmernych sférach nieco napiseme v casti
4.4.
Ak mame hladkd funkciu A : R® — R", d4 sa interpretovat ako hladky rez

A R" - TR"
r— v e T,R"

Toto ndm velmi poméze. Co v tomto texte rozhodne nechyba, je mnozstvo linedrnych
(hladkych) zobrazeni, prvkov algebier k(n).

4.2 Vyber vhodného skalarneho siic¢inu

Definicia 4.2.1. (Cliffordova grupa) Majme Cliffordovu algebru Cl, o a jej generdtory
{e1,...e,}. Pamétajme, 7e teraz plati e; - e; = =1, ,prei=1,...,n.

Pod Cliffordovou grupou rozumieme kone¢nu grupu F; zapisani multiplikativne
generovanu prvkami {—1,e;,...,e,} , ktoré sa spravaji ako v Cl, o. Teda

F,=(-1/e1,...,e,| (—1)2 =1,(—1)e; =ei(—1),ee; = —1,e;e; = (—1)eje;)

(Tento zdpis hovori, ze vietko vlavo od zvislej ¢iary (|) je generdtor a vSetko napravo je

reldcia, ktord v tej grupe plati. A my hladdme td najvicsiu grupu, ¢o to spfﬁa. Tento
zapis sa vold prezentdcia grupy.)

Definicia 4.2.2. Majme reprezentaciu nejakej Cliffordovej algebry
p: Clo— Homg(V,V). Oznatme K = dim V. Vezmime skaldrny sicin (-, -) kvadra-
tického priestoru R0,

Definujme d'alsf skaldrny sicin na R*Y spriemerovanim toho bezného.

() Vavg - REFOX RFY R

1
(@Yo = T > g x.g-y).
" ger,
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Predosla konstrukcia je priklad uzitocnej konstrukcie spriemerovania nejakého ope-
ratora na konecnej grupe.
Musime samozrejme ukézat spravnost tejto konstrukcie.

Lema 4.2.3. Spriemerovany siucin je naozaj skaldrny sicin na RE (t.j. je kladne defi-
nitny, tak ako pévodny sicin na RE0)

Dékaz. e symetrickost

Toto vidime hned zo symetrickosti povodného skaldrneho stéinu.

e bilinearita

Vdaka symetrickosti staci overit jednu stranu.

<Oéu + B’U, y>avg -

1
- ’Z<g.(au+6v),g-y>=
gan
:|F|Z(ag~u+ﬁg'vag‘y>:
ngan
1
= i 2o (lag ug -y + By vig-y) =
gan
~ R (g -u,g-y)+B8{g-v.9-y) =
ngGFn
1
= (g-u,g-y g:v.9- y
7l & !F!g;n
= OZ<U, y>avg + 6<U7 y>an

e Kladna definitnost

Je zrejmé, prava strana bude len nejaky sucet kladnych ¢isel vydeleny kladnym
¢islom.

O
To, ¢o robi tuto konstrukciu uzitoc¢nou je, zZe nas novy spriemerovany skalarny sicin
je invariantny na akciu prvkov Cliffordovej grupy F),. Teda
Lema 4.2.4. Majme gy € F,, a nejaké vektory x,y € REC. Potom (go-z, g0-y) = (z,y)
Dokaz.

(90,90 y) =
N |;n|gepn<g'(QO'x)vg'(go’y» -
- ;n| 3 (o) -2 (a3 3
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Tu vyuZijeme krdsnu vlastnost grip, Ze funkcia ndsobenie prvkov je bijekcia (teda

funkcia GG je bijekcia). Spravme substiticiu h = ggo a dostaneme:
9= 990

_ L Z (h-x, h-y) =

| n| thflan
1
= [y 2 hehew =
hGFﬂ,
= (z,y)

]

Takze teraz vieme, ze nas skalarny sucin je invariantny na akciu bazovych, orto-
normdlnych prvkov z kvadratického priestoru R™? < Cl, . Teda dostdvame:

Désledok 4.2.5. Spriemerovany skaldrny sicin (-, -) .q je invariantnyg na akciu jednot-
kovijch vektorov priestoru R™0 < Cl,0.

Teraz konecne dokazeme kolmost.

Lema 4.2.6. Pre vetky vektory x € REY a 0 #£ g € Cl, o plati

(0-2,2)apg =0
Dokaz.
<g'xax>avg =
= <=’L‘7.g . x>avg -
g g
=\ 7L g T))avg =
PN I
1
= W(Q -2,(9-9) '@avg =
1 2
= W(Q -, —||g]| '@avg =
= <g * L, _Qj)avg =
= _<g'x7x>avg
Teda (¢ - =, 2)ave = 0. O

4.3 Konstrukcia vektorovych poli na sférach

Ako teda budeme postupovat, ked chceme néjst nejaky velky pocet hladkych vekto-
rovych poli na niektorych sférach?
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Takto ndjdeme jedno hladké vektorové pole:
Zoberme si S™ ako hladkt podvarietu R**!, kde n > 1.
qn < . Rn+1

Zoberme maticu A € R(n + 1). Matica je hladky rez priestoru R™*1.

Sn c . \ Rn—i—l

|4
TR™!

Funkcia A klesne (ztzenim) na S™.

Sn < { \ Rn—i—l

lA[sn lA

TRn+1 Z_d> TR +1

My ale vieme, ze dotykové varieta ku 7'S™ je vlozens do dotykovej variety TR+,

Sn c { ; Rn+1

lA[s" lA

TS « TR +1 id TR +1

Keby sme vedeli zarucit, ze funkcia A [ S™ m4d obraz v T'S™ (teda A - S™ C T'S"),
mali by sme hladky rez, teda hladké vektorové pole na S™.

Potom, ak by sme nasli k& takych $pecidlnych matic A;,..., Ay € R(n + 1), ktoré
navyse budi definovat linedrne nezavislé vektorové polia, mame vyhraté.

K tomuto ndam pomdzu Specidlne prvky Cliffordovych algebier.

Nanestastie toto nebude fungovat pre bezny skaldrny sicin, ale pre spriemerovany
SUCIN (-, *)avg. Na druhi stranu vieme, ze vsetky skaldrne suciny na koneénorozmernych
vektorovych priestoroch s ekvivalentné. Rozne skaldrne siciny na vektorovom priestore
vznikaji iba zmenou bazy.

Majme teda linedrne zobrazenie a1 : R"" — R také, ze (2, Y)avg = (a(z), a(y)).

Sn S \ Rn—i—l

S/
\ a]\
Rn—i—l
Ak néjdeme s také, ze s'(x) L x v sdcine (-, -)ayg, definujeme s = a0 s’ a mame
s(z) L x v beznom skaldrnom stucine.
Zoberme si priestor R a v filom n-sféru

Sn c { Rn—i—l
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Aka Cliffordova algebra Cl,, ¢ vie mat na nu akciu?
Budeme pracovat s korespondenciami maticovych algebier C(n), H(n) s R(2n) resp.
R(4n) z casti 3.3.
Vypiseme z tabulky 2.3 o klasifikdcii relevantny riadok a predfiime ho kvoli nazornosti
podla vety o 8-periodicite 2.3.3.

(00) (1,00 (20) (3,0 (400 (50) (60) (7.0)
Clyo R C H HoH | H(2) | CE) | R@) R(8) ®R(8)
Kde mé akciu | R! R? R7 R” R¥ R® R® RS
(8,0)  (9,0) (10,0) (11,0) (12,0) (13,0) (14,0) (15,0)
R(16) | C(16) | H(16) | H(16) & H(16) | H(32) | C(64) | R(128) | R(128) & R(128)
Rlb RJZ Rb4 Rb4 R128 RIZS R128 RIZS

Veta o 8-periodicite ndm teda povie, ze ak ma Cl, o akciu na RX tak mé Clpys0 akciu
na R (spomeiime si, Ze veta o 8-periodicite hovorila o tenzorovani algebrou R(16)).
Toto ale neznamend, Ze priestory R?" st jediné, na ktorych mdme akciu Cliffordovou
algebrou Cl,, o, tdto tabulka hovorf iba o ireducibilnych reprezentdcidch. Ndjdime nejaki
reducibilni.

Zoberme si priestor R¥*! (v ktorom o chvilu bude 7it N-sféra). Napisme si nejako
N +1=2%. Ak mé Cl, o akciu na R*, potom Cl, o m4 akciu aj na R¥*! takto

p:Clo— Homgp(RY T RN T

g (v, v9p41) = (g V1,00, g Vapy1)) v; € R,

Veta 4.3.1. [9, str. 44, veta 7.1] Majme nejaki reprezentdciu
p :Cl,o — Homg(RNTL RNTY . Potom existuje n linedrne nezdvislych vsade nenu-
lowjch vektorovijch poli na S™.

Dékaz. Nech je {ey,...,e,} standardnd baza Cl, o a pre kazdé e; definujme

Vvi . RN+1 —>RN+1

THre - x

Podla diskusii v predoslych ¢astiach o dotykovej variete mame

SN L RNH
(I
TRN+!

(teda V; je hladké vektorové pole Ve;).
Podla lemy 4.2.6 o kolmosti mdme Vj(z) L v (-, -)ayg, teda zizend funkcia V; | SV
zide na dotykovu varietu sféry. Mame
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c ? RN—H

T Tl

TSN s TRN*!

Dokézeme linedrnu nezavislost (tym pddom aj nenulovost) vektorovych poli v ne-
jakom pevnom bode z € SV.

Vektory Vi(z),...,V,(z) st samozrejme vSetky v tom istom vektorovom priestore.
Nech mém také ayq, ..., an, ze Y ,_; axVi(z) = 0 pocitajme

ki:ak(ek o) =

(i ager) - =0
<Z aner) <<§; ower) ) = <Z ) -0
<<§ axer) <2 axe)) -5 =0

n
—I> arerllz =0
k=1

Kedze x # 0, musime mat »_,_, ayer = 0. Ked'Ze ale {ey, ..., e,} bola bdza, mame
ar=...=a, =0. O

Kolko teda takych vektorovych poli existuje? Vratme sa ku diskusii pred touto
vetou. Majme RV a N + 1 = 2%,

Ak je N parne, mdme a = 0. Teda Clyo m4d akciu na R¥*! ale to ndm podla vety
4.3.1 da nula vektorovych poli.

7Z vety je vidno, ze na kazdy priestor RV*! chceme mat akciu ¢o najvacsou Cliffor-
dovou algebrou (s najvacsim p v signature), teda nech je b neparne N +1 = 2%(2c+1).

Zoberieme ¢islo a a hladdme najvicsiu Cl, o taki, ze md akciu na RV
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N +1 2° Cln’(] n
2 2 |C 1
4 4 HoH 3
6 2 | C 1
8 8 |RB)&R®) |7
10 2 | C 1
12 4 HoH 3
14 2 |C 1
16 16 | R(16) 8
18 2 | C 1
20 4 HoH 3
22 2 |C 1
24 8 |RB)®&R®) |7
26 2 | C 1
28 4 HoH 3
30 2 | C 1
32 32 | C(16) 9

Vidime, Ze plati, Ze nés na ¢islach N + 1 zaujima iba ich najvéacsia druhd mocnina.
Nech méme funkciu p : N — N takd, ze p(N + 1) = n ak je Cliffordova algebra
Cl,, o najvicsia takd, ktord md akciu na R"*!. Teda p(N + 1) = p(2%).

Lema/Definicia 4.3.2. (Hurwitz-Radonove ¢isla)[10] Pre funkciu p plati, Ze ak
N +1=2%2c+1), tak p(N + 1) = p(2%) a zdroven

2a a=0 mod4
p(29) =< 2a—1 a=1,2 mod 4
20+ 1 a=3 mod4

Tdto funkcia, (presnejsie funkcia p + 1) sa vold Hurwitz-Radonova a zaujimavé na
nej je, Ze nevznikla analyzou Cliffordovich algebier, ale pri inom kontexte. Detaily sa
daji ndjst napr. tu [10].

Zaroven plati pertodicita

p(2H) = p(2%) + 8. (4.1)

Na mocninach dvojky a > 1, p nadobida hodnoty
1,3,7,8,9,11,15,16,17,19, 23,24, 25,27,31,... 1
Dokaz. Overime to pre malé a a potom ukézeme rekurenciu 4.1.

e Nech a = 0. Potom p(2°) = 0 = 2a.

TPo pripocitani jednotky je to postupnost éislo A003485 v OEIS (https://oeis.org/)
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e Nech a = 1. Potom p(2') =1 =2a — 1.
e Nech a = 2. Potom p(2?) =3 = 2a — 1.
e Nech a = 3. Potom p(2%) =7 = 2a + 1.
Kedze p(2¢T) = p(2916) z vety o 8-periodicite mame p(2¢) + 8. O

Plati tento dolezity vysledok, ktory tu nevieme ukézat.

Veta 4.3.3 (J. F. Adams [1]). Linedrne nezdvislé vektorové polia hore-skonstruované
dosahuji najvicsi mozny pocet takijchto poli na sfére.

Désledok 4.3.4. Jediné sféry S, kde sa dosahuje naivnii hornd hranica
o N
pocet = dim TS
sii sféry St, S, S (dvogbodovii sféru S° neuvazujeme).
Nakoniec len poznemename, ze to 1izko suvisi s nasledujicou vetou:

Veta 4.3.5. (Hurwitzova veta) KaZdd koneénorozmernd redlna, nie nutne asociativna,
algebra s kladne definitnou kvadratickou formou je jedna z nasledovych:

e Redlne ¢isla (dim = 1).
o Komplexné c¢isla (dim = 2).
e Kuvaterniony (dim = 4).

e Tzv. oktonidny, neasociativna, alternujica algebra (dim = 8).

4.4 Parno-rozmerné sféry

Opiseme bez dokazov vety, ktoré brania existencii jediného vsade nenulového vekto-
rového pola na parno-rozmernych sférach S2".
Pripomenme si nasledujtci pojem.

Definicia 4.4.1 (Eulerova charakterictika (Specidlny pripad)). Majme nejaky mnoho-
sten M (Specidlna varieta s dvojrozmernou plochou). Potom Eulerova charakteristika
X (M) sa pocita ako x(M) = v — e+ f, kde v je pocet vrcholov, e je pocet hréan a f je
pocet stien M.

D4 sa napriklad ukdzat, ze ked si zoberieme lubovolné mnohosteny M, N home-
omorfné v zmysle variet, tak x(M) = x(N), hoci to vobec nie je elementérny vysledok.
Ak je M navyse homeomorfné s S? = M, Eulerova charakteristika je x(M) = 2.

Pod n-simplexom myslime uzavreti mnozinu
A, ={x,.. . xn|r, .2, > 0,0+ 42, < 1 CR™
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Je dolezité, ze A, ma na svojom povrchu pekne ulozenych n + 1 A, _; simplexov.
Napriklad trojuholnik Ay ma 3 tsecky A; ako hrany.

Triangulacia n-rozmernej variety M je intuitivne povedané koneéné vyplnenie celej
M simplexami Ay, ..., A, peknym sposobom. Ked tam je nejaky simplex A; pre i > 1,
st tam aj vietky mensie simplexy na jeho hranici. Ziadny simplex tam nie je duplicitne.
Tu st nejaké priklady skaredych vyplneni:

Obr. 4.6: ,,Skaredé triangulécie

Definicia 4.4.2 (Eulerova charakteristika). Majme n-rozmernt triangulovani varietu
M. Potom jej Eulerovu charakteristiku vypoc¢itame nasledovne

X(M) = #Ag — #A1 + #0g — #0s5 + ...+ H#A,

Definicia 4.4.1 bol Specidlny pripad tejto definicie .

Veta 4.4.3 (Specidlny pripad Poincaré-Hopfovej vety). Majme kompaktnii hladki va-
rietu M. Potom ak existuje vsade nenulové hladké vektorové pole na M, tak x(M) = 0,
kde x(M) je Eulerova charakteristika M.

Ale plati:
Lema 4.4.4. Plati, Ze S" je triangulovatelnd a x(S™) = 1+ (—1)".
Doékaz. Stéra S™ su dva A, ktorym sa zlepili ich povrchy dokopy, teda mensie simplexy

v A, sa nalepili dokopy. D4 sa odvodit, ze v A, je #A,, = (;Llfl) V 5™ bude #A,, = 2

Budeme pouzivat znamu identitu Z:é(—l)k(":l) =0.

_ (”Tl> . (n;1> +...+(—1)"+1(n::1) + (12 =

=(-1)"2-0+ (”+ 1) + (=1 (n+ 1) =1+ (=1)"

x(S")

0 n+1
O]

Takze Poincaré-Hopfova veta zakazuje mat hladké vsade nenulové vektorové polia
parnorozmernym sféram.
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