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Abstrakt

Cliffordove algebry sú konštrukcie, ktoré vznikajú z vektorových priestorov s rôznou
kvadraticou formou. V tejto práci detailne uvedieme klasifikáciu všetkých Cliffordových
algebier nad reálnymi konečnorozmernými vektorovými priestormi. Ďalej oṕı̌seme úplnú
teóriu ireducibilných reprezentácíı takýchto algebier, ktorá, ako sa ukáže, bude vel’mi
jednoduchá. V poslednej časti uvedieme z knihy Spin Geometry [9] od H. Lawsona a
M. Michelsohnovej konštrukciu najväčšieho možného počtu všade lineárne nezávislých
hladkých vektorových poĺı na sférach Sn s použit́ım Cliffordových algebier. Dôkaz ma-
ximality je výsledok J. F. Adamsa [1], ktorý zd’aleka prevyšuje amb́ıcie tejto práce.

Kl’́učové slová: kvadratická forma, Cliffordova algebra, reprezentácia algebry, vec-
torové pole



Abstract

Clifford algebras are constructs, built on top of vector spaces with various quadratic
forms. In this thesis, we work out in detail the classification of all Clifford algebras over
finite-dimensional real vector spaces. Next we describe a complete theory of irreducible
representations of these algebras, which is, as it turns out, very simple. In the last
chapter, we give a construction, taken from a book Spin Geometry [9] by H. Lawson
and M. Michelsohn, of a largest number of linearly independent smooth vector fields on
spheres Sn utilising Clifford algebras. The proof of maximality is by J. F. Adams [1],
which is beyond the scope of this thesis.

Keywords: quadratic form, Clifford algebra, representation of an algebra, vector
field
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1.6 Izomorfizmy tenzorového súčinu maticových algebier . . . . . . . . . . . 10
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Úvod

Na historický vývoj matematiky by sa dalo nahliadnut’ cez pojem zovšeobecňovania.
Vektorové priestory sú zovšeobecneńım planárnej a priestorovej geometrie, skalárne
súčiny sú zovšeobecneńım merania uhlov, 3-rozmerné variety sú zovšeobecneńım mno-
hostenov. Na Cliffordove algebry, pomenované podl’a škótskeho matematika Williama
Kingdona Clifforda, by sa dalo pozerat’ ako zovšeobecnenie reálnych, komplexných a
kvaterniónových č́ıselných systémov.

Táto analógia sa dá ilustrovat’ nasledovne:∗

• Grupa SO(1) je izomorfná s {−1, 1}, teda s jednotkovými reálnymi č́ıslami.

• Grupa SO(2) je izomorfná s jednotkovými komplexnými č́ıslami.

• Existuje surjekt́ıvny homomorfizmus grúp ρ : H1 → SO(3) s ker = {−1, 1}, kde
H1 sú jednotkové kvaternióny. (Detaily napr. tu [11, str. 63-65].)

• Existuje podgrupa Spin(n) jednotkových prvkov (niektorej Cliffordovej algebry)
taká, že existuje surjekt́ıvny homomorfizmus ρ : Spin(n)→ SO(n) s
ker = {−1, 1}. (Detaily napr. tu [5, str. 1-10].)

Cliffordove algebry sú konštrukcia užitočná ako v matematike, tak aj vo fyzike.
Prvú čast’ tejto práce strávime detailnou pŕıpravou pojmov a konštrukcíı. Potom v

časti 2.1 definujeme Cliffordove algebry na konečných reálnych vektorových priestoroch.
V tej istej kapitole pri úplnej klasifikácii takýchto algebier zist́ıme, že sme nedefinovali
nič exotické, ale vystač́ıme si s maticovými algebrami nad R, C, či H.

Reprezentácie, čiže akcia na vektorové priestory, budú témou d’aľsej kapitoly. Re-
prezentácie Clifforových algebier sa použ́ıvajú v hl’adańı reprezentácíı iných objektov,
napŕıklad grupy SO(n).

V poslednej kapitole sa budeme venovat’ maximálnemu možnému počtu v každom
bode lineárne nezávislých vektorových poĺı na sférach. Tu sa znova ukážu zauj́ımavé
geometrické vlastnosti akcíı Cliffordových algebier na vektorových priestoroch. Konkrétne
nájdeme nejaký skalárny súčin a isté významné prvky Cliffordových algebier e1, . . . , en
takú že budeme mat’ ei · v ⊥ v pre všetky vektory v z vektorového priestoru.

∗kde grupa SO(n) je grupa reálnych ortonormálnych n× n mat́ıc s determinantom 1
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Kapitola 1

Úvodné pojmy

1.1 Kvadratický priestor

Zač́ıname rozsiahlou kapitolou, kde sa definujú potrebné pojmy a uvedú dôležité pŕıklady.
V celom texte budeme predpokladat’, že všetky vektorové priestory sú nad pol’om

R a majú konečný rozmer.

Defińıcia 1.1.1. Všetky štvorcové matice n×n, (n ≥ 1) nad pol’om (pŕıpadne okruhom)
k označujeme symbolom k(n).

Konečnorozmernému reálnemu vektorovému priestoru bežne prirad’ujeme bilineárnu
funkciu skalárny súčin 〈·, ·〉 : (Rn,Rn)→ R, kde ak x, y ∈ Rn, tak

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

Tento skalárny súčin sa dá charakterizovat’ (identickou) maticou I ∈ R(n)

〈x, y〉 = xT Iy

Kvadratický priestor je zovšeobecnenie tohoto pojmu.

Defińıcia 1.1.2 (Kvadratický priestor). Majme konečnorozmerný vektorový priestor
V s dimenziou n, a symetrickú maticu A ∈ R(n). Definujme kvadratickú formu
〈·, ·〉 : V × V → R, pre x, y ∈ V ako

〈x, y〉 = xTAy.

Vektorový priestor V s kvadratickou formou voláme kvadratický priestor.

Z lineárnej algebry poznáme takúto charakterizáciu kvadratickej formy:

Lema 1.1.3. Ak máme funkciu s : V × V → R, ktorá spĺňa nasledujúce podmienky:
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• bilineárnost’

• symetrickost’

potom je s kvadratická forma, resp. vieme nájst’ symetrickú maticu A ∈ R(n) takú, že
s(x, y) = xTAy.

Defińıcia 1.1.4 (Kvadratická norma). Majme kvadratický priestor V . Kvadratická
norma je funkcia

q : V → R
x 7→ 〈x, x〉

Defińıcia 1.1.5. Kvadratický priestor V sa nazýva nedegenerovaný, práve ked’ je jeho
matica regulárna.

1.2 Maticový invariant

Symetrických mat́ıc v R(n) je vel’a, a je jasné, že vel’a z nich definuje rovnakú kvadratickú
formu, len pre inú bázu.

Našt’astie z lineárnej algebry poznáme výsledky, ktoré tento problém riešia.
Je elementárny výsledok, že pre každý skalárny súčin dá vybrat’ báza tak, aby bola

matica, ktorá s ńım korešponduje diagonálna. Navyše na diagonálnych poźıciách bude
mat’ iba č́ısla −1, 1, 0. Dôkaz napŕıklad tu [7, str. 109, veta 14.2].

Podl’a Sylvestroveho zákonu zotrvačnosti vieme, že takáto matica je až na per-
mutáciu diagonálnych prvkov jedinečná. Usporiadańım riadkov tak, aby ǐsli najprv
jednotky, potom mı́nus jednotky a potom nuly dostaneme kanonickú maticu pre danú
kvadratickú formu. Dôkaz napŕıklad tu [7, 111, veta 14.3]. Ked’ neskôr povieme, že
vyberieme kvadratický priestor, máme na mysli, že matica, ktorá charakterizuje kvad-
ratickú formu, je už v takomto tvare vzhl’adom na štandardnú bázu {e1, . . . , en}.

Poznámka 1.2.1. Kvadratický priestor je nedegenerovaný práve vtedy, ked’ kanonická
matica jeho súčinu má na diagonále iba ±1.

Defińıcia 1.2.2. Signatúra nedegenerovaného kvadratického priestoru je (p, q) dvojica
č́ısel, počet jednotiek, počet mı́nus jednotiek.

Defińıcia 1.2.3. Majme č́ısla p, q ∈ N0. Potom p + q-rozmerný kvadratický priestor
Rp+q so súčinom so signatúrou (p, q) znač́ıme Rp,q.

Pŕıklad 1.2.4 (Minkowského priestor). Vezmime si R3,1 so štandardnou bázou
{e1, e2, e3, e4}. Čiže máme súčin definovaný ako:

〈x, y〉 = xT


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 y = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4.
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Tento priestor volá Minkowského priestor a využ́ıva sa vo fyzike, konkrétne v špeciálnej
teórii relativity, kde, laicky povedané, bázické vektory e1, e2, e3 reprezentujú priestor a
e4 reprezentuje čas.

Celý Minkowského priestor môžeme nazvat’ časopriestor a bod v ňom môžeme nazvat’

udalost’ou- vieme kde a kedy sa udalost’ stala.
V relativite sa ukazuje, že Minkowského metrika (metrika odvodená od kvadra-

tického súčinu) je tá správna metrika na meranie vzdialenost́ı v časopriestore.

1.3 k-algebra

Defińıcia 1.3.1. Algebra (k-algebra) A je vektorový priestor nad pol’om k s bi-
lineárnym násobeńım

· : A 2 → A .

Teda pre každé x, y, z ∈ A a prvky pol’a α, β ∈ k plat́ı:

1. x · (y + z) = z · y + x · z

2. (x+ y) · z = x · z + y · z

3. (αx) · (βy) = (αβ)(x · y)

Pod dimenziou algebry A budeme rozumiet’ dimenziu jej vektorového priestoru.
Po tejto časti, budeme pracovat’ iba s R-algebrami.
Pre nás budú všetky algebry asociat́ıvne s jednotkou.

Spravidla naṕısańım a · b mysĺıme násobenie dvoch prvkov algebry a bez bodky λb
mysĺıme násobenie nejakým skalárom.

Poznámka 1.3.2. Ked’ zabudneme na štruktúru vektorového priestora máme, že každá
algebra je okruh.

Pŕıklad 1.3.3. Matice R(n) s násobeńım tvoria R-algebru . Ich dimenzia je n2. Je to
preto, lebo matice {Ei,j|1 ≤ i, j ≤ n}∗ sú zjavne lineárne nezávislé a generujú (ako
vektorový priestor) celé R(n).

Defińıcia 1.3.4. Pod štandardnou bázou maticovej algebry k(n) (pŕıpadne aj Mp×q(k)
pre neštvorcové matice) mysĺıme bázu {Ei,j|1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q} definovanú v
predošlom pŕıklade.

Pŕıklad 1.3.5. Komplexné č́ısla C sa dajú chápat’ aj ako vektorový priestor nad pol’om
R s bázou {1, i}, ale aj ako algebra s bežným násobeńım komplexných č́ısel. Táto R-
algebra má dimenziu 2.

Komplexné č́ısla sú ale aj pole, teda môžeme tvorit’ C-algebry. Samozrejme kom-
plexné č́ısla C ako C-algebra majú dimenziu 1.

∗Matica Ei,j ∈ R(n) je matica, ktorá má všade nuly okrem na mieste (i, j), kde má jednotku.
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Pŕıklad 1.3.6. Komplexné matice C(n) chápané ako C-algebra majú dimenziu n2 z
rovnakého dôvodu ako pri reálnych maticiach a sú generované {Ek,l|1 ≤ k, l ≤ n}.

Na druhú stranu komplexné matice C(n) chápané ako R-algebra majú väčšiu di-
menziu, konkrétne 2n2 generované {Ek,l, iEk,l|1 ≤ k, l ≤ n}.

Pŕıklad 1.3.7. Kvaternióny sú okruh (konkrétneǰsie teleso†) definované nasledovne:
H = {a+ bi+ cj + dk|a, b, c, d ∈ R}. Pre násobenie na H plat́ı

• distribut́ıvnost’ násobenia

• asociat́ıvnost’ násobenia

• i, j, k komutujú s reálnymi č́ıslami, teda pre ∀p ∈ R plat́ı pi = ip,pj = jp,pk = kp.

• nasledujúce vzt’ahy

· i j k
i -1 k -j
j -k -1 i
k j -i -1

Z defińıcie kvaterniónov je l’ahko vidiet’, že kvaternióny sú aj štvorrozmerný vekto-
rový priestor nad R, teda sú aj R-algebrou.

Nemôžeme śıce hovorit’ o H-algebrách, lebo kvaternióny nie sú pole, ale úplne ana-
logicky ako pri komplexných maticových algebrách máme, že H(n) má dimenziu 4n2

ako reálna algebra (generátory {Er,s, iEr,s, jEr,s, kEr,s|1 ≤ r, s ≤ n})

Pŕıklad 1.3.8. Majme dve k-algebry A ,B. Potom ich priamy súčet A ⊕B je
k-algebra. Táto k-algebra je vektorový priestor, ktorý je priamym súčtom vektorových
priestorov A a B., Násobenie sa definuje po zložkách.

(a⊕ b) · (a′ ⊕ b′) = (a · a′)⊕ (b · b′)

Samozrejme aj sčitovanie muśı byt’ po zložkách, lebo tak je to vo vektorových pries-
toroch.

Defińıcia 1.3.9. Povieme, že nejaká podmnožina algebry X ⊂ A antikomutuje, ak
plat́ı

x · y = −y · x, ∀x 6= y ∈ X.

†Teleso je ako pole, bez požiadavky komutativity,
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Defińıcia 1.3.10. Majme k-algebry A ,B a φ : A → B. Funkcia φ je homomorfizmom
algebier ak platia nasledujúce podmienky:

F (rx) = rF (x) ∀r ∈ k, ∀x ∈ A

F (x+ y) = F (x) + F (y) ∀x, y ∈ A

F (xy) = F (x)F (y) ∀x, y ∈ A

Izomorfizmus je bijekt́ıvny homomorfizmus.

Z defińıcie je jasné, že homomorfizmus algebier je aj homomorfizmom vektorových
priestorov, ktoré v sebe algebry majú.

Defińıcia 1.3.11. Majme k-algebru A . Anti-automorfizmus je bijekt́ıvne zobrazenie,
ψ : A → A kde plat́ı

F (rx) = rF (x) ∀r ∈ k, ∀x ∈ A

F (x+ y) = F (x) + F (y) ∀x, y ∈ A

F (xy) = F (y)F (x) ∀x, y ∈ A

Od izomorfizmu sa ĺı̌si poslednou vlastnost’ou násobenia.

Pŕıklad 1.3.12. Transpoźıcia maticovej algebry R(n) je anti-automorfizmus.

Defińıcia 1.3.13. Ideál I k-algebry A je vektorový podpriestor A , ktorý je navyše
ideál A ako okruhu.

Defińıcia 1.3.14 (Faktorizácia). Algebru A faktorizujeme ako okruh. Znač́ıme A�I .
Faktorový objekt je algebra, lebo ideál I bol podpriestor.

1.4 Moduly

V tejto časti si predstav́ıme základy teórie modulov.
Čitatel’, ktorý nepozná teóriu modulov sprav́ı najlepšie, ak si predstav́ı, že pole sa

má ku vektorovému priestoru, ako sa má okruh ku modulu:

polia → vektorové priestory
okruhy → moduly

Defińıcia 1.4.1. (L’avý modul) Majme okruh R. Trojica (M,+, ·) je l’avý R-modul, ak:

1. + : M →M je binárna operácia a (M,+) je komutat́ıvna grupa
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2. · : (R,M)→M je násobenie modulu okruhom také, že pre ∀r, s ∈ R a ∀u, v ∈M
plat́ı:

(a) r · (u+ v) = r · u+ r · v
(b) (r + s) · u = r · u+ s · u
(c) (rs) · u = r · (s · u)

(Pravý modul by mal analogickú defińıciu, len ho okruh násobil sprava.)

Poznámka 1.4.2. Prázdna množina ∅ nie je podmodul, lebo ∅ nie je grupa.

Defińıcia 1.4.3. (Homomorfizmus) Majme dva l’avé R-moduly M,N . Funkcia
f : M → N sa nazýva homomorfizmus modulov ked’ plat́ı:

f(r · u+ s · v) = r · f(u) + s · f(v), ∀r, s ∈ R, u, v ∈M.

Izomorfizmus je bijekt́ıvny homomorfizmus.

Homomorfizmus R-modulu niekedy voláme aj R-lineárna funkcia (analogicky ako
vo vektorových priestoroch voláme

”
homomorfizmy“ lineárne funkcie).

Defińıcia 1.4.4 (Faktorový modul). Majme R-modul M a nejaký jeho podmodul N .

Faktorový modul (M�N,+, ·) je definovaný ako iné faktorové objekty.
Majme ∼ reláciu ekvivalencie na M taká že

m ∼ m′ ⇐⇒ m−m′ ∈ N

Prvky M�N sú triedy ekvivalencie [a]∼ zaṕısatel’né aj ako a+N . Operácie definujeme
(a+N) + (b+N) = a+ b+N a r · (a+N) = r · a+N . Dôkaz, že sú dobre definované
je l’ahký a podobný ako pri okruhoch.

Defińıcia 1.4.5 (Vol’ný modul). Majme okruh R a nejakú množinu E. Pod vol’ným
R-modulom M rozumieme R-modul taký, že:

i) Každý prvok m ∈M sa dá naṕısat’ ako konečná lineárna kombinácia
m =

∑k
i=1 riei, pre ri ∈ R a ei ∈ E.

ii) Ak pre rôzne prvky e1, . . . , ek plat́ı
∑k

i=1 riei = 0, tak r1 = . . . = rk = 0.

Vol’né moduly sú vel’mi podobné vektorovým priestorom, napŕıklad vol’ný R-modul
M generovaný konečnou množinou E je izomorfný s M ∼= R× . . .×R︸ ︷︷ ︸

|E|

, kde R je

považovaný za R-modul.‡. Znač́ıme ho R|E|.

‡Defińıcia(Priamy súčin modulov) Majme R moduly M,N . Ich súčin (M ×N,+′, ·′) je R modul,
kde (M ×N,+′) je priamy súčin grúp a

·′ : R× (M ×N)→M ×N

r ·′ (m,n) 7→ (r ·m, r · n).
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Dá sa o nich dokázat’ vel’a podobných faktov ako o vektorových priestorov, napŕıklad
Rn ∼= Rm ⇔ n = m. Taktiež na definovanie homomorfizmu R-modulov f : Rn → M
stač́ı definovat’ obrazy generujúcej množiny, teda homomorfizmus f : Rn → Rm sa dá
zaṕısat’ ako matica Mm×n(R).

Konkrétne budeme použ́ıvat’ kvaterniónové vol’né moduly a matice.
Teória modulov je rozsiahla a zauj́ımavá, ale my teraz uvedieme nejaké špeciálne

pŕıpady, ktoré budeme potrebovat’ neskôr.

Pŕıklad 1.4.6. Majme nejaký okruh R. Potom R so svoj́ım okruhovým sč́ıtavańım a
násobeńım tvoŕı R-modul.

Pŕıklad 1.4.7. Majme nejaký okruh R a jeho ideál I ⊂ R. Potom I so svoj́ım
sčitovańım a násobeńım je R-modul. Podmienky z defińıcie vyplývajú z distributivity
a asociativity násobenia v okruhoch. Podmienka, aby · : (R,M) → M bola binárna
operácia, teda r · i ∈ I plat́ı z toho, že I je ideál.

Pŕıklad 1.4.8. Majme nejaký okruh R a jeho l’avý ideál I ⊂ R. Potom I so sčitovańım
a násobeńım je R-modul. Hned’ to vyplýva z predošlého pŕıkladu, lebo I sme nikdy
nenásobili sprava.

Defińıcia 1.4.9. (Podmodul) Majme R-modul M a jeho podmnožinu N ⊂ M . Ak je
N so zúženými operáciami +, · modulom, hovoŕıme, že N je podmodul M .

Samozrejme každé M je svoj́ım vlastným podmodulom.

Defińıcia 1.4.10. R-modul M voláme jednoduchý, ak nemá vlastné podmoduly.

Pŕıklad 1.4.11. Ak je V vektorovým priestorom nad k, V je aj vol’ný k-modulom.

Pŕıklad 1.4.12. Ak je A k-algebrou, je aj k-modulom. Jednoducho prvky algebry
navzájom nenásob́ıme. Ostatné vlastnosti plynú z predošlého pŕıkladu.

1.5 Tenzorový súčin

V tejto kapitole sa opierame o text [2, str. 24-31].
Naš́ım ciel’om bude definovat’ tzv. tenzorový súčin dvoch R-algebier A⊗B. Všeobecne

povedané tenzorový súčin dvoch objektov nejakého typu nám dá objekt toho istého typu
(teda napr A ⊗B bude R-algebra).

Sprav́ıme to v troch krokoch. Najprv ponúkneme intúıciu pre tenzorový súčin vek-
torových priestorov ako najjednoduchš́ı pŕıklad tejto konštrukcie. Potom uvedieme
formálnu defińıciu tenzorového súčinu modulov (kde sú vektorové priestory iba špeciálnym
pŕıpadom). Nakoniec sa dostaneme ku tenzorovému súčinu algebier. Z časti 1.4 vieme,
že každá algebra je modul, takže nám zostane definovat’ násobenie na tenzorovom súčine
modulov A ⊗B, aby z toho vznikla algebra.

Teória vektorových priestorov zvyčajne začne ponúknut́ım defińıcie. Potom sa po-
stupne vybuduje pojem ako lineárna nezávislost’, generovanie, báza. Ked’ sa nájde vo
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vektorovom priestore konečná báza {e1, ..., en}, môže sa ukázat’, že potom je takýto
priestor izomorfný kn.

Ale môže sa zvolit’ aj opačný pŕıstup. Zoberieme l’ubovol’nú množinu X = {xi}i∈I
(transcendentálnych) prvkov, pole k a skonštruujeme množinu vektorov
{a1xi1 + a2xi2 + . . . + amxim|a1, . . . , am ∈ k, xik 6= xil , k 6= l,m ∈ N0}, ktorá je čo
najvol’neǰsia, teda plat́ı a1xi1 + a2xi2 + . . .+ amxim = b1xi1 + b2xi2 + . . .+ bmxim vtedy
a práve vtedy, ked’ a1 = b1, . . . , am = bm. Hovoŕıme, že máme najvol’neǰśı vektorový
priestor nad množinou X a znač́ıme F (X) od slova free - vol’ný.

Tenzorový súčin je konštrukcia, ktorá z vektorových priestorov vytvára nové vek-
torové priestory. Majme dva vektorové priestory V,W nad rovnakým pol’om k a ich
bázy {e1, . . . , en}, {e′1, . . . , e′m}. Tenzorový súčin V ⊗W bude vektorový priestor nad k
dimenzie dim(V ⊗W ) = dim(V ) dim(W ) = nm. Týmto by defińıcia tenzorového súčinu
pre vektorové priestory mohla skončit’, lebo taký priestor je až na izomorfizmus jediný,
ale nám nepostač́ı, lebo ako bolo spomenuté, budeme chciet’ pojem tenzorového súčinu
d’alej zovšeobecňovat’. Toto je formálna defińıcia.

Defińıcia 1.5.1 (Tenzorový súčin modulov). Majme nejaké R-moduly M,N pre okruh

R. Potom tenzorový súčin je M ⊗ N = T (M ×N)�∼, kde ∼ je najmenšia relácia
ekvivalencie obsahujúca

• distribut́ıvnost’

(v1, w) + (v2, w) ∼ (v1 + v2, w)

(v, w1) + (v, w2) ∼ (v, w1 + w2)

∀v1, v2, v ∈M, ∀w1, w2, w ∈ N.

• skalárne násobky

c(v, w) ∼ (cv, w)

c(v, w) ∼ (v, cw)

∀v ∈M, ∀w ∈ N ∀c ∈ R

Triedu ekvivalencie [(v, w)] označujeme v ⊗ w.

Poznámka 1.5.2. Plat́ı, že V ⊗ U ∼= U ⊗ V .

Poznámka 1.5.3. Táto defińıcia je pre konečnorozmerné vektorové priestory ekviva-
lentná s defińıciou V ⊗W = T ({e1, . . . , em}× {e′1, . . . , e′n}), kde {e1, . . . , em} je báza V
a {e′1, . . . , e′n} je báza W .

Naozaj plat́ı, že V ⊗W má bázu {ei ⊗ e′j|i, j}.
Defińıcia 1.5.4. (Tenzorový súčin algebier) Tenzorový súčin algebier A ,B, značený
ako A ⊗B je algebra, ktorej vektorový priestor je tenzorový súčin vektorových pries-
torov algebier A ,B, s násobeńım · : A ⊗B ×A ⊗B → A ⊗B definovaným ako

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) := (a · a′)⊗ (b · b′)

.
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Tu môžeme vidiet’ jedno odôvodnenie konceptu tenzorového súčinu, lebo zatial’ čo
každý n-rozmerný vektorový priestor nad pol’om k je izomorfný, nie každá n-rozmerná
R-algebra je izomorfná.

1.6 Izomorfizmy tenzorového súčinu maticových al-

gebier

Budeme potrebovat’ nasledujúce lemy, ktoré budeme opakovane použ́ıvat’, ked’ budeme
ukazovat’ izomorfizmy tenzorového súčinu maticových algebier.

Nasledujúca je dôležitá všeobecná vlastnost’ pre faktorové objekty.

Lema 1.6.1. [Univerzálna vlastnost’ faktorového modulu]
Majme R-moduly M,N , podmodul N modulu M . Majme f : M →M ′ homomorfiz-

mus, taký, že f � N = 0. Potom existuje jediný homomorfizmus f ′ : M�N → M ′ taký,
že diagram

N M M�N

M ′
f�N=0

i

f

p

f ′

komutuje.

Dôkaz. Existencia:
Definujme f ′(v +N) = f(v). Táto defińıcia je dobrá, lebo ak

(v′+n′), (v′′+n′′) ∈ (v+N), tak plat́ı, že v′−v′′ ∈ N , teda f(v′−v′′) = 0, z čoho plynie,
že f(v′) = f(v′′), teda hodnota funkcie nezáviśı od reprezentanta. Diagram komutuje,
lebo f(v) = f ′(v +N) = f ′ ◦ p(v).

Funkcia f ′ je aj R-lineárna, lebo

f ′(v + u+N) =

= f(v + u)

= f(v) + f(u)

= f ′(v +N) + f ′(u+N)

f ′(r · v +N) =

= f(r · v)

= r · f(v)

= r · f ′(v +N)
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Jednoznačnost’:
Ak by existovali dve také funkcie f ′, f ′′ a ĺı̌sili sa napŕıklad na prvku (v+N) ∈M�N .

f ′(v +N) 6= f ′′(v +N)

f ′(p(v)) 6= f ′′(p(v))

f(v) 6= f(v)

A to je spor.

Poznámka 1.6.2. Táto lema plat́ı pre faktorové konštrukcie grúp, okruhov, algebier,
modulov, topologických priestorov,...

Konkrétne pre okruhy (ak moduly M,M ′ boli aj okruhy a N ideál) muśıme ešte
skontrolovat’ násobenie.

f ′(uv +N) =

= f(uv)

= f(u)f(v)

= f ′(u+N)f ′(v +N)

Lema 1.6.3. [11, str. 83, 11.6] Platia nasledovné izomorfizmy

i) R(p)⊗ R(q) ∼= R(pq).

ii) R(p)⊗ k ∼= k(p) pre k = R,C,H.

iii) C⊗ C ∼= C⊕ C

iv) H⊗ C ∼= C(2)

v) H⊗H ∼= R(4)

vi) k(p) ⊕ k(p) ∼= k(p) ⊗ (R ⊕ R) pre k = R,C,H, n = 1, 2, . . .(pre n = 1 je k(n)
myslené ako k(1) ∼= k)

vii) k(n)⊗ R ∼= k(n)

Dôkaz. i) To, že izomorfizmus plat́ı pre vektorové priestory je jasné, stač́ı len po-
rovnat’ dimenzie

dimR(pq) = (pq)2

‖
dimR(p)⊗ R(q) = p2q2
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My ale potrebujeme izomorfizmus ako algebry, teda potrebujeme konkrétnu lineárnu
funkciu

f ′ : R(p)⊗ R(q)→ R(pq)

takú, ktorá sṕlňa

f ′(A⊗B)f ′(A′ ⊗B′) = f ′(AA′ ⊗BB′)

Muśıme ale overit’, že f ′ bude aj izomorfizmus R(pq) a R(p)⊗R(q) ako vektorových
priestorov.

K tomu budeme potrebovat’ fakt, že Rpq a Mp,q(R) sú izomorfné ako vektorový
priestor.§. Zoberme teda nejaký pekný izomorfizmus ¶.

φ : Rpq →Mp,q(R)

Definujme homomorfizmus vektorových priestorov f : F (R(p) × R(q)) → R(pq)
určený na generátoroch F (R(p)× R(q)) a lineárne rozš́ırený.

f : F (R(n)× R(m))→ R(pq)

(A,B) 7→ (v 7→ φ−1(Aφ(v)BT ))

Obraz prvku (A,B) sme definovali podl’a jeho účinku na vektoroch v ∈ Rpq.
Muśıme ukázat’, že v 7→ φ−1(Aφ(v)BT ) je lineárne zobrazenie.

f(A,B)(αv + βu) =

= φ−1(Aφ(αv + βu)BT =

= φ−1(A(αφ(v) + βφ(u))BT = (lineárnost’ φ)

= φ−1(αAφ(v)BT + βAφ(u)BT ) =

= φ−1(αAφ(v)BT ) + φ−1(βAφ(u)BT ) = (lineárnost’ φ−1)

= αφ−1(Aφ(v)BT ) + βφ−1(Aφ(u)BT ) = (lineárnost’ φ−1)

= αf(A,B)(v) + βf(A,B)(u)

teda f((A,B)) ∈ R(pq).

Nech je I ideál definovaný reláciou ekvivalencie ∼ z defińıcie tenzorového súčinu‖

§Napŕıklad Mp,q(R) sú matice p× q nad R
¶Taký, čo namapuje štandardnú bázu Rpq na štandardnú bázu Mp,q(R) (teda {Ei,j})
‖Teda I = {(A,B) ∈ F (R(p)× R(q)), (A,B) ∼ (0, 0)}
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Na to, aby sme mohli použit’ lemu 1.6.1 o univerzálnej vlastnosti

I F (R(p)× R(q)) F (R(p)× R(q))�I

R(pq)

f�I

i

f

p

f ′

potrebujeme, aby f � I = 0. Nulovost’ stač́ı otestovat’ na generátoroch ∼.

Zvoĺıme nejaké v ∈ Rpq, označ́ıme kvôli prehl’adnosti w = φ(v).

• distribut́ıvnost’

f((A1, B) + (A2, B)− (A1 + A2, B))(v) =

= f(A1, B)(v) + f(A2, B)(v)− f(A1 + A2, B)(v) =

= φ−1(A1wB
T + A2wB

T − (A1 + A2)wB
T ) =

= 0

Druhá poźıcia úplne rovnako.

• skalárne násobky

f(c(A,B)− (cA,B))(v) =

= f(c(A,B))− f(cA,B) =

= cf(A,B)− f(cA,B) =

= φ−1(cAwBT − (cA)wBT ) =

= 0

Druhá poźıcia úplne rovnako.

Z lemy 1.6.1 máme homomorfizmus vektorových priestorov
f ′ : R(p)⊗ R(q)→ R(pq).

Aby sme ukázali bijektivitu, ukážeme, že f ′ pošle bázu na bázu.

Báza tenzorového súčinu vektorového priestoru je karteziánsky súčin báz pôvodných
vektorových priestorov.

Báza R(p)⊗ R(q) je {(Ei,j ⊗ Ek,l)|1 ≤ i, j ≤ p, 1 ≤ k, l ≤ q}
Báza φ(Rpq) = Mp×q(R) je samozrejme tá štandardná.

Poč́ıtajme:
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f(Ei,j, Ek,l)(φ
−1(Em,n)) =

= φ−1(Ei,jEm,nEl,k) =

= φ−1(Ei,jEm,nEl,k) =

= φ−1(δj,mδn,lEi,k)

Teda f(Ei,j, Ek,l) zobraźı všetky vektory φ−1(Em,n) štandardnej bázy do nuly až
na jeden, a ten pošle na iný vektor štandardnej bázy φ(Rpq).
Inými slovami f(Ei,j, Ek,l) ako matica je nejaká Ex,y pre nejaké x, y.

Navyše pre obraz iného prvku bázy R(p) ⊗ R(q), f(Ei′,j′ , Ek′,l′) bude iná matica
Ex′,y′ .

Funkcia f ′ zobrazuje bázu na bázu, je to izomorfizmus.

Najdôležiteǰsie sme si nechali na záver, teda nám nám zostáva ukázat’, že

f ′(A⊗B)f ′(A′ ⊗B′) = f ′(AA′ ⊗BB′)

f ′(A⊗B)f ′(A′ ⊗B′)(v) =

= f ′(A⊗B)(φ−1(A′φ(v)B′T )) =

= φ−1(AA′φ(v)B′TBT ) =

= φ−1(AA′φ(v)(BB′)T ) =

= f ′(AA′ ⊗BB′)

ii) Táto čast’ je značne jednoduchšia.

Znova plat́ı, že izomorfizmus vektorových priestorov (modulov) je jasný, ale na
izomorfizmus algebier muśıme definovat’ nejaký homomorfizmus
f : F (R(p)× k)→ k(p), taký, že lema 1.6.1 zaruč́ı diagram:

I F (R(p)× k) F (R(p)× k)�I

k(p)

f�I

i

f

p

f ′

Kde I je ideál korešpondujúcej relácie ekvivalencie tenzorového súčinu ∼ ako
minule.

Nech f(A, b) = bA ∈ k(n).

Overenie, že f � I = 0 je vel’mi jednoduché, preto ho nebudeme robit’.
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Máme teda homomorfizmus f ′ : R(p)⊗ k → k(p).

Nech má k reálnu bázu ako vektorový priestor {ei}i∈J . Potom báza R(p)⊗ k je
{Ei,j ⊗ ei′} kde {Ei,j} je štandardná báza R(p).

Štandardná báza k(n) je {ei′Ei,j}, teda je zrejmé, že f ′ pošle (štandardnú) bázu
na (štandardnú) bázu. Teda f ′ je izomorfizmus vektorových priestorov(modulov).

Oveŕıme, že f ′ je aj izomorfizmus algebier.

f ′(A⊗ b)f ′(A′ ⊗ b′) =

= bAb′A′ =

= bb′AA′ =

= f ′(AA′ ⊗ bb′)

iii) Pôjdeme úplne rovnako.

Majme homomorfizmus

f : F (C× C)→ C⊕ C
z1, z2 7→ z1z2 ⊕ z1z̄2

Majme rovnako definovaný ideál I korešpondujúci ku ∼.

I F (C× C) F (C× C)�I

C⊕ C
f�I

i

f

p

f ′

Overenie, že f � I = 0 by bolo vel’mi jednoduché.

Máme homomorfizmus f ′ : C× C→ C⊕ C vektorových priestorov.

Báza C× C je {1⊗ 1, 1⊗ i, i⊗ 1, i⊗ i}.
Zauj́ımavé je, že tak môže vyzerat’ aj báza C⊕ C ({1⊕ 1, 1⊕ i, i⊕ 1, i⊕ i}), ale
funkcia f ′ nemapuje jednu na druhú, ani by nemohla, lebo k nej korešpondujúca
funkcia f by nebola nulová na ideáli I.

Pozrime sa teda na obrazy f ′ bázy C⊗ C.

1⊗ 1 7→ 1⊕ 1

1⊗ i 7→ i⊕−i
i⊗ 1 7→ i⊕ i
i⊗ i 7→ −1⊕ 1
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A l’ahko je vidiet’, že obrazy generujú celý C⊕ C.

Oveŕıme, že f ′ je aj izomorfizmus algebier.

f ′(z1, z2)f(z′1, z
′
2) =

= (z1z2 ⊕ z12z̄2)(z′1z′2 ⊕ z′1z̄′2) =

= (z1z2z
′
1z
′
2 ⊕ z1z̄2z′1z̄′2) =

= (z1z
′
1z2z

′
2 ⊕ z1z′1z̄2z̄′2) = C je komutat́ıvne

= (z1z
′
1z2z

′
2 ⊕ z1z′1z2z′2) =

= f(z1z
′
1, z2z

′
2)

iv) Teraz použijeme podobnú techniku ako v i)

Potrebujeme identifikovat’ R-moduly H ∼= C2. Sprav́ıme to klasicky.

φ : C2 → H(
z1
z2

)
7→ z1 + jz2

A φ bude izomorfizmus modulov.

Definujme homomorfizmus:

f : F (H× C)→ C(2)

(q, c) 7→ (v 7→ φ−1(qφ(v)c))

Znova sme obraz prvku (q, c) definovali podl’a jeho účinku na vektoroch v ∈ C2.

Muśıme ukázat’, že f(q, c) je naozaj lineárne zobrazenie.

f(q, c)(αv + βu) =

= φ−1(qφ(αv + βu)c =

= φ−1(q(αφ(v) + βφ(u))c = (lineárnost’ φ)

= φ−1(αqφ(v)c+ βqφ(u)c) =

= φ−1(αqφ(v)c) + φ−1(βqφ(u)c) = (lineárnost’ φ−1)

= αφ−1(qφ(v)c) + βφ−1(qφ(u)c) = (lineárnost’ φ−1)

= αf(q, c)(v) + βf(q, c)(u)
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teda f(q, c) ∈ C(2).

Majme znovu diagram

I F (H× C) F (H× C)�I

C(2)

f�I

i

f

p

f ′

Úplne analogicky sa ukáže nulovost’ f na I.

Máme homomorfizmus f ′ : H⊗ C→ C(2).

Zoberme si bázu H⊗C {1⊗ 1, 1⊗ i, i⊗ 1, i⊗ i, j ⊗ 1, j ⊗ i, k⊗ 1, k⊗ i}, nájdime
jej obrazy vo C(2) a zist́ıme, že generujú celé C(2).

Jeden obraz vypracujeme detailne, ostatné len uvedieme.

j ⊗ i ∈ H⊗ C
f ′(j ⊗ i) ∈ C(2)

(
1
0

)
7→ φ−1(j1i) = φ−1(−k) =

(
0
i

)
(
i
0

)
7→ φ−1(jii) = φ−1(−j) =

(
0
−1

)
(

0
1

)
7→ φ−1(jji) = φ−1(−i) =

(
−i
0

)
(

0
i

)
7→ φ−1(j(−k)i) = φ−1(1) =

(
1
0

)

Teda máme f ′(j ⊗ i) =

(
0 −i
i 0

)
.

Doplńıme všetky ostatné.

f ′(1⊗ 1) =

(
1 0
0 1

)
, f ′(1⊗ i) =

(
i 0
0 i

)
, f ′(i⊗ 1) =

(
i 0
0 −i

)
,

f ′(i⊗ i) =

(
−1 0
0 1

)
, f ′(j ⊗ 1) =

(
0 −1
1 0

)
, f ′(j ⊗ i) =

(
0 −i
i 0

)
,

f ′(k ⊗ 1) =

(
0 −i
−i 0

)
, f ′(k ⊗ i) =

(
0 1
1 0

)
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Obrazy generujú celé C(2), lebo vel’mi l’ahko vygenerujeme jej štandardnú bázu
jedným sč́ıtańım/odč́ıtańım a vydeleńım ±2. Napŕıklad:

iE2,1 =
f ′(j ⊗ i)− f ′(k ⊗ 1)

2
.

Teraz treba skontrolovat’, či je f ′ aj izomorfizmom algebier.

f ′(q ⊗ c)f ′(q′ ⊗ c′)(φ−1(w)) =

= f ′(q ⊗ c)(φ−1(q′wc′)) =

= φ−1(qq′wc′c) =

= φ−1(qq′wcc′) =

= f ′(qq′ ⊗ cc′)(φ−1(w))

v) Vel’mi podobné ako situácia pred chv́ıl’ou.

Majme izomorfizmus R-modulov (vektorových priestorov)

φ : R4 → H
x1
x2
x3
x4

 7→ x1 + x2i+ x3j + x4k

Definujme homomorfizmus

f : f(H×H)→ R(4)

(q, r) 7→ (x 7→ φ−1(qφ(x)r̃))

kde

∼: H→ H
r 7→ r̃ = −jr̄j

je anti-automorfizmus∗∗ zvaný reverz a

∗∗ ˜(rs) = −jrsj = −js̄r̄j = (−js̄j)(−jr̄j) = s̃r̃
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− : H→ H
a+ bi+ cj + dk 7→ a+ bi+ cj + dk = a− bi− cj − dk

je automorfizmus konjugácie (analogický komplexnej konjugácii).

Linearita obrazu f(q, r) je l’ahko vidiet’.

Máme

I F (H×H) F (H×H)�I

R(4)

f�I

i

f

p

f ′

Skontrolujeme, že f � I = 0

• distribut́ıvnost’ Prvá poźıcia je analogická s tým, čo sme už predtým robili,
sprav́ıme druhú

f((q, r1) + (q, r2)− (q, r1 + r2))(v) =

= f(q, r1)(v) + f(q, r2)(v)− f(q, r1 + r2)(v) =

= φ−1(qwr̃1 + qwr̃2 − qw( ˜r1 + r2)) =

= φ−1(qwr̃1 + qwr̃2 − qw(r̃1 + r̃2)) =

= 0

• skalárne násobky Prvá poźıcia je znovu analogická s tým, čo sme už
predtým robili.

Majme d ∈ R

f(d(q,r)− (q, dr))(v) =

= f(d(q, r))− f(q, dr) =

= df(q, r)− f(q, dr) =

= φ−1(dqwr̃ − qwd̃r) =

= φ−1(dqwr̃ − qwdr̃) =

= 0

Teraz máme homomorfizmus f ′ : H⊗H→ R(4).

Overit’ bijekt́ıvnost’ je podobné ako v predošlej časti.

19



Teraz skontrolujeme, že f ′ je aj homomorfizmom algebier.

f ′(q ⊗ r)f ′(q′ ⊗ r′)(φ−1(w)) =

= f ′(q ⊗ r)(φ−1(q′wr̃′)) =

= φ−1(qq′wr̃′r̃) =

= φ−1(qq′wr̃r′) =

= f ′(qq′ ⊗ rr′)(φ−1(w))

Poznámka 1.6.4. Teraz už vieme nejako upravit’ l’ubovol’ný tenzorový súčin týchto
dvoch tvarov. (Nech k, l = R,C,H), n,m = 1, 2, . . .)

• k(n)⊗ l(m) ∼= k ⊗ R(n)⊗ l ⊗ R(m) ∼= k ⊗ l ⊗ R(nm) ∼= (k ⊗ l)(nm)

• (k(n)⊕ k(n))⊗ l(m) ∼= (R⊕ R)⊗ k(n)⊗ l(m) ∼= ((k ⊗ l)(nm)⊕ (k ⊗ l)(nm))

pozn. k ⊗ l vieme pre všetky kombinácie k, l.

1.7 Tenzorová algebra

Teraz definujeme koncept tenzorovej algebry, je to niečo úplne iné ako tenzorový súčin
dvoch algebier.

Defińıcia 1.7.1 (Tenzorová algebra). Majme kvadratický priestor V a jeho normu q.
Potom tenzorová algebra je algebra

T (V ) =
∞∑
r=0

r⊗
V

na ktorej je násobenie multilineárne rozš́ırenie násobenia definovaného nasledovne na
bázových prvkoch

(vi1 ⊗ vi2 ⊗ . . .⊗ vir)× (vj1 ⊗ vj2 ⊗ . . .⊗ vjs) = vi1 ⊗ vi2 ⊗ . . .⊗ vir ⊗ vj1 ⊗ vj2 ⊗ . . .⊗ vjs

pre l’ubovol’né r, s ∈ N ∪ {0}

Prvky sa násobia
”
nalepovańım“.

Teda prvok tenzorovej algebry je konečnou lineárnou kombináciou prvkov tzv. čistého
stupňa s (t.j.

⊗s V ).
Máme nasledujúce vloženia

R→ T (V ), a 7→ a ·
0⊗
V
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V → T (V ), v 7→
1⊗
v.

Pre jednoduchost’ budeme považovat’ R aj V ako podmnožinu (a vektorový podpriestor)
T (V ).

Pre každý vektorový podpriestor T (V ) vektorov čistých stupňov
⊗r V , z predošlej

časti vieme, ako vyzerá jeho báza, ked’ poznáme bázu V . Totiž poznáme bázu tenzo-
rového súčinu dvoch vektorových priestorov, teda aj súčin r kópii. Báza celej T (V ) je
len zjednotenie všetkých takých báz.

Lema 1.7.2. Algebra T (V ) je generovaná ako algebra nejakou bázou V .

Dôkaz. Najprv vygenerujeme celé V . Potom každý prvok z bázy
⊗r V jednoducho

vygenerujeme vynásobeńım r vektorov z V . Každý prvok z T (V ) je už len konečná
lineárna kombinácia vektorov čistého stupňa.

Teraz si zadefinujeme takzvanú vonkaǰsiu algebru.

Defińıcia 1.7.3. Majme vektorový priestor V . Vonkaǰsia algebra je definovaná ako

faktorový objekt ΛV := T (V )�(v ⊗ v|v ∈ V ).

Ilustračne uvedieme, že ideál z defińıcie je lineárna kombinácia prvkov tvaru
{ai ⊗ (vi ⊗ vi)⊗ bi | ∀ai, bi ∈ T (V ),∀vi ∈ V }

Tu máme vlastnost’ anti-symetrie.

Lema 1.7.4. Pre nejaké lineárne nezávislé prvky priestoru V {e1 . . . , ek} a nejakú
permutáciu π ∈ Sn máme e1 ⊗ e2 ⊗ . . .⊗ ek = (−1)sgnπeπ(1) ⊗ eπ(2) ⊗ . . .⊗ eπ(k) v ΛV ,
kde sgn π je parita permutácie π.

Dôkaz. Permutácie sú generované transpoźıciami. Stač́ı nám ukázat’, že e1⊗e2 = −e2⊗
e1 v ΛV , teda, že e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ∈ (v ⊗ v|v ∈ V ) a naozaj, máme

e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ∈ (v ⊗ v|v ∈ V )

⇔
e1 ⊗ e2 + e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 ∈ (v ⊗ v|v ∈ V )

⇔
e1 ⊗ (e2 + e1) + e2 ⊗ (e1 + e2) ∈ (v ⊗ v|v ∈ V )

⇔ (e1 + e2)⊗ (e1 + e2) ∈ (v ⊗ v|v ∈ V )

a to je pravda.

Zvol’me bázu V , {e1, . . . , en}. Teraz plat́ı, že ΛV je generovaná ako vektorový priestor
prvkami tvaru

{ei1 ⊗ . . .⊗ eik |1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, 0 ≤ k ≤ n}
Tvrdenie 1.7.5. Plat́ı teda, že dim ΛV = 2dimV .
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Kapitola 2

Cliffordove algebry

2.1 Defińıcia

Defińıcia 2.1.1 (Cliffordova algebra). Máme kvadratický priestor V s kvadratickou
normou q. Nech je I ideál tenzorovej algebry T (V ) (Defińıcia 1.7.1) generovaný
množinou {x⊗ x+ q(x) · 1 |x ∈ V }. Kde 1 je jednotka v algebre T (V ).

Potom Cliffordova algebra je Cl(V, q) = T (X)�I .
Ak má V signatúru (p, q), pŕıslušnú Cliffordovu algebru budeme označovat’ Clp,q,

lebo nás nezauj́ımajú rozdiely medzi kvadratickými priestormi, ktoré majú rovnakú
signatúru.

Máme teda zobrazenia, kde p : T (V )→ T (V )�I
∼= Clp,q je mapa projekcie a

i : V ↪→ T (V ) je prirodzené vnorenie. Bude pre nás výhodné považovat’ V ako
podmnožinu T (V ).

T (V ) Cl(p, q)

V

p

Všimnime si, že Cliffordová algebra je algebra s jednotkou. Je to preto, lebo tenzo-
rová algebra T (V ) je tak skonštruovaná, že jednotku má, a vlastnost’ mat’ jednotku sa
zachováva na faktorové algebry. Naviac plat́ı, že vektorový priestor skalárov v Cl(V, q)
(t.j. R1) je vložeńım vektorového priestoru skalárov v T (V ). Inými slovami tento dia-
gram komutuje

T (V ) Cl(p, q)

R R1

p

id

Zavedieme ešte d’aľsie zjednodušenie značenia a prvok p(v) ∈ Clp,q pre v ∈ V budeme
označovat’ iba ako v. Je to dobrá defińıcia, lebo p ◦ i : V → Cl (V, q) je injekcia t.j.
žiadny vektor v ∈ V nelež́ı v ideáli I .
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Rôzne identifikácie priestorov, ktoré sme tu a v predošlých častiach obhajovali,
zhrnieme nasledujúcim diagramom.

T (V ) Cl(p, q)

R V

p

V nasledujúcom texte nás budú zauj́ımat’ nasledujúce č́ısla: kvadratická norma vek-
tora v ∈ V , q(v) a druhá mocnina obrazu v v Cliffordovej algebre v · v ∈ Cl(V, q).
Tieto dva prvky budú vždy skaláre s opačným znamienkom. Naozaj, v Cl(V, q) je
v · v + 1 · q(v) = 0, teda q(v) = −v · v.

2.2 Lemy o mapách

Lema 2.2.1 (Univerzálna vlastnost’ faktorového okruhu). Majme R-algebry A ,B,
ideál I algebry A . Majme f : A → B lineárnu funkciu, takú že f � I = 0. Po-

tom existuje jediná funkcia f ′ : A�I → B taká, že diagram

I A A�I

B

f�I

i

f

p

f ′

komutuje.

Dôkaz. Vel’mi podobnú lemu sme tu už ukazovali, vid’ poznámka pod lemou 1.6.1.

Lema 2.2.2. Majme nejakú reálnu algebru A a lineárnu funkciu f : V → A . Potom
sa táto mapa dá jednoznačne rozš́ırit’ na homomorfizmus algebier f ′ : T (V )→ A .

Dôkaz. Z podmienky f ′(x ⊗ y) = f ′(x)f ′(y) homomorfizmu algebier máme, že nasle-
dujúca rovnost’ muśı platit’f ′(v1⊗v2⊗ . . .⊗vk) = f(v1)f(v2) . . . f(vk). Ked’ f ′ rozš́ırime
lineárne, už ho máme definované na celom T (V ). Toto dokazuje jednoznačnost’.

Pre existenciu sa muśıme presvedčit’, že takto definované f ′ je naozaj homomorfizmus
algebier. Prvá (φ(rx) = rφ(x)) a druhá (φ(x + y) = φ(x) + φ(y)) vlastnost’ je zrejmá,
lebo f ′ bola rozš́ırená lineárne a tenzorový súčin je multilineárny.

Funkcia f ′ bola definovaná tak, aby splnila tretiu vlastnost’ (φ(xy) = φ(x)φ(y)).

Lema 2.2.3. [9, str.8, veta 1.1] Majme kvadratický priestor V a nejakú asociat́ıvnu
R-algebru A s jednotkou . Potom každá lineárna funkcia f : V → A , taká že

f(v) · f(v) = −q(v) · 1

sa dá jednoznačne rozš́ırit’ na homomorfizmus algebier f̃ : Cl(V, q)→ A .
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T (V ) Cl

V A

p

f̃i

f

Dôkaz. Z predošlej lemy máme lineárne, homomorfné rozš́ırenie f ′ : T → A . Ked’že je
Cliffordova algebra definovaná ako faktorový objekt, môžeme sa snažit’ aplikovat’ lemu
2.2.1. Potrebujeme, aby f ′ � I = 0. Ked’že je f ′ homomorfizmus, stač́ı nám overit’

jeho správanie na generátoroch ideálu I . A naozaj pre l’ubovol’ný prvok generátora I ,
x⊗x+ 1 · q(x) je f ′(x⊗x+ 1 · q(x)) = f ′(x)f ′(x)− 1 · q(x) = 0. Tým je veta dokázaná.

Overovanie podmienky z predošlej lemy:

f(v) · f(v) = −q(v) · 1 ∀v ∈ V

si môžeme značne ul’ahčit’ tak, že ju oveŕıme iba pre vektory e z ortonormálnej bázy
V za podmienky antikomutácie∗ obrazov ortonormálnej bázy V . Napŕıklad ak V má
ortonormálnu bázu {e1, e2} a predpokladáme, že f(e) · f(e) = −q(e) · 1, e = e1, e2,
potom pre l’ubovol’ný v ∈ V, v = αe1 + βe2 máme:

f(v) · f(v) =

= f(α1e1 + βe2) · f(αe1 + βe2) =

= α2f(e1) · f(e1) + αβf(e1) · f(e2) + αβf(e2) · f(e1) + β2f(e2) · f(e2) =

= α2f(e1) · f(e1) + αβf(e1) · f(e2)− αβf(e1) · f(e2) + β2f(e2) · f(e2) =

= α2f(e1) · f(e1) + β2f(e2) · f(e2) =

= −(α2q(e1) + β2q(e2)) =

= −〈αe1 + βe2, αe1 + βe2〉 = Použ́ıvam ortonormálnost’

= −q(v)

Toto uvažovanie zhrnieme nasledovne

Lema 2.2.4. Pre V kvadratický priestor s ortonormálnou bázou {e1, . . . , en} a pre
lineárnu funkciu f : V → A a antikomutujúcu množinu Imf ({e1, . . . , en}) plat́ı

f(ei) · f(ei) = −q(ei) · 1∀ei ∈ {e1, . . . , en} ⇐⇒ f(v) · f(v) = −q(v) · 1 ∀v ∈ V

Dôkaz. Postupujeme indukciou na vel’kost’ bázy
1.krok Pre n = 1 to triviálne plat́ı.
2.krok Majme n−rozmerný kvadratický priestor V a jeden prvok jeho ortonormálnej

bázy e1 ∈ {e1, . . . , en}. Potom V vieme naṕısat’ ako V = Re1 ⊕ V ′, kde V ′ je

∗x · y = −y · x
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(n−1)−rozmerný podpriestor V generovaný zvyškom ortonormálnej bázy V . Špeciálne
teda plat́ı, že e1 ⊥ V ′. Použijeme indukčný predpoklad, teda

f(ei) · f(ei) = −q(ei) · 1 ∀ei ∈ {e2, . . . , en} ⇐⇒ f(v) · f(v) = −q(v) · 1∀v ∈ V ′

Ďalej sa postupuje úplne rovnako ako v texte hore. L’ubovol’né v ∈ V naṕı̌seme ako
v = αe1 + βx′, x′ ∈ V ′ a opakujeme tie isté kroky.

Naš́ım d’aľśım ciel’om je úplne klasifikovat’ reálne Cliffordove algebry nad konečno-
rozmerným vektorovým priestorom. Chceli by sme mat’ aparát na to, že si tipneme
nejakú známu algebru ako kandidáta a ukážeme, že je to naozaj Cliffordová algebra,
ktorú hl’adáme. Teda ked’ bude mapa f̃ z predošlej lemy izomorfizmus, máme vyhraté.
Zǐslo by sa nám poznat’ dimenzie Cliffordových algebier.

Tvrdenie 2.2.5. [9, str. 10, 1.3] Majme Cliffordovú algebru Clp,q kvadratického pries-
toru Rp,q. Potom máme izomorfizmus vektorových priestorov Clp,q ∼= ΛRp,q.

Dôkaz. Báza Clp,q bude úplne rovnaká ako báza ΛRp,q z rovnakých dôvodov, aké boli
spomenuté v časti 1.7.

Dôsledok 2.2.6. Máme, že dim Clp,q = 2p+q.

Dôkaz. dim Clp,q = dim ΛRp,q = 2p+q.

2.3 Klasifikácia Cliffordových algebier

Ako prvé triviálne pozorovanie je, že Cl0,0 ∼= R, ked’ polož́ıme mapu f ≡ 0 a nahliad-
neme, že dim Cl0,0 = 1.

Budeme vyṕlňat’ nasledujúcu tabul’ku pre rôzne signatúry.

(p,q) 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R
1
2
3
4
5
6
7

Zoberme si kvadratický priestor R1,0 (ktorý je izomorfný s klasickým R). Chápme
R1,0 ako vektorový priestor nad R s bázou {e1}, s bežným skalárnym súčinom (teda
〈x, y〉 = xy), resp. normou q(e1) = 1. Teraz by sme chceli nájst’ jeho Cliffordovu al-
gebru. Podl’a dôsledku 2.2.6 má jej dimenzia byt’ 2. Ked’ chceme využit’ lemu 2.2.3,
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potrebujeme mapu f : R → Cl1,0 takú, aby f(e1)f(e1) = −q(e1) · 1 = −1. Toto by
nám mohlo napovedat’, že naš́ım kandidátom na Cliffordovu algebru je práve algebra
komplexných č́ısel C, ktorú generuje množina {1, i} ako vektorový priestor. Definujme
f(e1) = i a lineárne rozš́ırme. Plat́ı f(e1)f(e1) = −1 = −q(e1) · 1, teda mapa f̃ existuje
práve vd’aka leme 2.2.3.

T (R) Cl(1, 0)

R C

p

f̃i

f

Ked’že C 3 i ∈ Im(f), tak i ∈ Im(f̃). Oba generátory C sú v obraze f̃ , teda, f̃
je surjekcia. Ale dimenzia C je 2, tak ako aj hl’adanej Cliffordovej algebry, takže f̃ je
naozaj izomorfizmus a Cl(R1,0, q) ∼= C.

Lema 2.3.1. [9, str. 25] Platia nasledujúce izomorfizmy algebier:

a) Cl(0, 0) ∼= R

b) Cl(1, 0) ∼= C

c) Cl(0, 1) ∼= R⊕ R

d) Cl(2, 0) ∼= H

Dôkaz. a) Vyriešené

b) Vyriešené

c) Náš priestor je R0,1, s jedným generátorom {e}, q(e) = −1.

Najprv sa presvedč́ıme, že element (1,−1) ∈ R⊕ R generuje R⊕ R ako algebru.

(1,−1) · (1,−1) = (1, 1)

Zoberme si l’ubovol’né (a, b) ∈ R⊕ R. Potom

a+ b

2
· (1, 1) +

a− b
2
· (1,−1) = (a, b)

Zjavne je dimenzia R⊕ R = 2.

Predošlá úvaha nám napovedala, ako by mala vyzerat’ funkcia f v nasledujúcom
diagrame:

T (R0,1) Cl0,1

R0,1 R⊕ R

p

f̃i

f
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Kde

f : R0,1 → R⊕ R
e 7→ (1,−1)

a funkciu f rozš́ırime lineárne.

Teraz treba skontrolovat’ podmienku z lemy 2.2.3, teda že naozaj
f(e) · f(e) = (1, 1) = −q(e) · (1, 1).

Aby bola mapa f̃ izomorfizmom algebier, stač́ı len porovnat’ dimenzie. dimR⊕R =
2 = 21 = dimCl0,1.

d) Zoberme si i, j ∈ H. Ked’že −i2 = 1 a i · j = k a {1, i, j, k} generujú H ako
vektorový priestor, tak {i, j} generujú kvaternióny ako algebru.

Zoberme {e1, e2} ortonormálnu bázu R2,0.

T (R2,0) Cl2,0

R2,0 H

p

f̃i

f

Kde

f : R2,0 → H
e1 7→ i

e2 7→ j

a zvyšok rozš́ırime lineárne.

Skontrolujeme podmienky lemy 2.2.3. Podl’a pozorovania z 2.2.4 nám stač́ı overit’

nasledujúce fakty:

• f(e1) · f(e1) = i · i = −1 = −1 · q(e1)
• f(e2) · f(e2) = j · j = −1 = −1 · q(e2)
• f(e1) · f(e2) = i · j = −j · i = −f(e2) · f(e1)

Dimenzie Cl2,0 a H sú rovnako 4.

Teraz naša tabul’ka vyzerá takto:
My sme si sl’́ubili úplnú klasifikáciu, takže teraz uvedieme vety, ktoré určia Cliffor-

dovu algebru pre nejakú signatúru ako tenzorový súčin iných Cliffordových algebier.
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(p,q) 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R C H
1 R⊕ R
2
3
4
5
6
7

Lema 2.3.2. [9, str.25, 4.1] Plat́ı, že

a) Cln,0 ⊗ Cl0,2 = Cl0,n+2 n ≥ 0

b) Cl0,n ⊗ Cl2,0 = Cln+2,0 n ≥ 0

c) Clr,s ⊗ Cl1,1 = Clr+1,s+1 r, s ≥ 0

Dôkaz. Ako vždy budeme využ́ıvat’ lemu 2.2.3 spolu s 2.2.4.

a) Zoberme R0,n+2 a jeho ortonormálnu bázu {e1, . . . , en+2}. Plat́ı q(ei) = −1 pre
i = 1, . . . , n+ 2.

Cln,0 je Cliffordova algebra Rn,0, teda zoberme ortonormálnu bázu vektorového
priestoru Rn,0: {h1, . . . , hn}. Plat́ı q(hi) = 1 a pamätáme na to, že pre hi, chápaného
ako hi ∈ Cln,0 máme hi ·hi = −1 pre i = 1, . . . , n. Podobne máme ortonormálnu
bázu R0,2 :{g1, g2}, kde plat́ıq(g1) = q(g2) = −1, g1 · g1 = g2 · g2 = 1.

Máme diagram

T (Rn+2,0) Cln+2,0

Rn+2,0 Cln,0 ⊗ Cl0,2

p

f̃i

f

kde

f(ei) =

{
hi ⊗ g1g2 i = 1, . . . , n

1⊗ gi−n i = n+ 1, n+ 2

a rozš́ırené lineárne.

Potrebujeme overit’ nasledujúce fakty:
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• Pre i = 1, . . . , n,

f(ei) · f(ei) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (hi ⊗ g1 · g2) =

= hi · hi ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −1⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= 1⊗ g1 · g1 · g2 · g2 =

= 1⊗ 1 =

= −q(e1) · (1⊗ 1)

• Pre i = n+ 1 alebo i = n+ 2

f(ei) · f(ei) =

= (1⊗ gi−n) · (1⊗ gi−n) =

= 1⊗ gi−n · gi−n =

= 1⊗ 1 =

= −q(e1) · (1⊗ 1)

• (Antikomutácia č.1) pre i, j = 1, . . . , n, i 6= j

f(ei) · f(ej) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (hj ⊗ g1 · g2) =

= hi · hj ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −hj · hi ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −(hj ⊗ g1 · g2) · (hi ⊗ g1 · g2) =

= −f(ej) · f(ei) =

• (Antikomutácia č.2) pre i = 1, . . . , n, j = n+ 1 alebo j = n+ 2

f(ei) · f(ej) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ gi−n) =

= hi ⊗ g1 · g2 · gi−n =

= chj · hi ⊗ g1 · gi−n · g2 =

= −hj · hi ⊗ gi−n · g1 · g2 =

= −f(ej) · f(ei) =

Tu som použila konštantu c = ±1 kvôli stručnosti, ako gi−n cestuje dol’ava,
na dva skoky, iba raz vymeńı znamienko, lebo raz sa určite meńı sám zo
sebou.

29



• (Antikomutácia č.3) Bez ujmy na všeobecnosti i = n+ 1, j = n+ 2

f(en+1) · f(en+2) =

= (1⊗ g1) · (1⊗ g2) =

= 1⊗ g1 · g2 =

= −1⊗ g2 · g1 =

= −f(en+2) · f(en+1) =

Dimenzia Cln,0 ⊗ Cl0,2 je 2n22 = 2n+2, čo je dimenzia Cl0,n+2.

Teraz ale nie je hned’ jasné, že obraz f je nejaká množina generátorov. Zoberme
si nejaký prvok z bázy Cln,0 ⊗ Cl0,2.

hi ⊗ gj ∈ Cln,0 ⊗ Cl0,2

• Ak j = 1

f(hi) · f(g2) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ g2) =

= hi ⊗ g1 · g2 · g2 =

= hi ⊗ g1

• Ak j = 2

−f(hi) · f(g1) =

= −(hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ g1) =

= −hi ⊗ g1 · g2 · g1 =

= hi ⊗ g1 · g1 · g2 =

= hi ⊗ g2

b) Dôkaz tejto časti bude vyzerat’ rovnako, ale sprav́ıme ho aj tak, lebo sa budeme
o toto tvrdenie dost’ opierat’.

Máme:

• Ortonormálnu bázu Rn+2,0 , {e1, . . . , en+2}. Plat́ı q(ei) = 1, pre
i = 1, . . . , n+ 2.

• Ortonormálnu bázu R0,n, {h1, . . . , hn}. Plat́ı q(hi) = −1 a hi ·hi = −1 pre
i = 1, . . . , n.

• Ortonormálnu bázu R2,0, {g1, g2}. Plat́ı q(g1) = q(g2) = 1,
g1 · g1 = g2 · g2 = −1.
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Máme diagram

T (Rn+2,0) Cln+2,0

Rn+2,0 Cl0,n ⊗ Cl2,0

p

f̃i

f

kde

f(ei) =

{
hi ⊗ g1g2 i = 1, . . . , n

1⊗ gi−n i = n+ 1, n+ 2

a rozš́ırené lineárne.

Potrebujeme overit’ také fakty ako v predošlej časti.

• Pre i = 1, . . . , n,

f(ei) · f(ei) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (hi ⊗ g1 · g2) =

= hi · hi ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= 1⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −1⊗ g1 · g1 · g2 · g2 =

= −1⊗ 1 =

= −q(e1) · (1⊗ 1)

• Pre i = n+ 1 alebo i = n+ 2

f(ei) · f(ei) =

= (1⊗ gi−n) · (1⊗ gi−n) =

= 1⊗ gi−n · gi−n =

= −1⊗ 1 =

= −q(ei) · (1⊗ 1)

• (Antikomutácia č.1)pre i, j = 1, . . . , n, i 6= j

f(ei) · f(ej) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (hj ⊗ g1 · g2) =

= hi · hj ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −hj · hi ⊗ g1 · g2 · g1 · g2 =

= −(hj ⊗ g1 · g2) · (hi ⊗ g1 · g2) =

= −f(ej) · f(ei) =
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• (Antikomutácia č.2) pre i = 1, . . . , n, j = n+ 1 alebo j = n+ 2

f(ei) · f(ej) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ gi−n) =

= hi ⊗ g1 · g2 · gi−n =

= chj · hi ⊗ g1 · gi−n · g2 =

= −hj · hi ⊗ gi−n · g1 · g2 =

= −f(ej) · f(ei) =

S rovnakou konštantou ako minule, c = ±1.

• (Antikomutácia č.3) Bez ujmy na všeobecnosti i = n+ 1, j = n+ 2

f(en+1) · f(en+2) =

= (1⊗ g1) · (1⊗ g2) =

= 1⊗ g1 · g2 =

= −1⊗ g2 · g1 =

= −f(en+2) · f(en+1) =

Dimenzie sa zase zhodujú.

Teraz zase chceme ukázat’, že obraz f vygeneruje celé Cl0,n ⊗ Cl2,0.
Zoberme:

hi ⊗ gj ∈ Cl0,n ⊗ Cl2,0

• Ak j = 1

−f(hi) · f(g2) =

= −(hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ g2) =

= −hi ⊗ g1 · g2 · g2 =

= hi ⊗ g1

• Ak j = 2

f(hi) · f(g1) =

= (hi ⊗ g1 · g2) · (1⊗ g1) =

= hi ⊗ g1 · g2 · g1 =

= −hi ⊗ g1 · g1 · g2 =

= hi ⊗ g2
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c) Máme:

• Ortonormálnu bázu Rr+1,s+1 , {e1, . . . , er+1, ε1, . . . , εs+1}. Plat́ı q(ei) = −1,
pre i = 1, . . . , r + 1 a q(εi) = 1, pre i = 1, . . . , s+ 1.

• Ortonormálnu bázu Rr,s, {h1, . . . , hr, θ1, . . . , θs}. Plat́ı q(hi) = −1,
hi · hi = 1 pre i = 1, . . . , r a q(εi) = 1,εi · εi = −1 pre i = 1, . . . , s.

• Ortonormálnu bázu R1,1, {g, γ}. Plat́ı q(g) = −1, g · g = 1 a q(γ) = 1,
γ · γ = −1.

Máme diagram

T (Rr+1,s+1) Clr+1,s+1

Rr+1,s+1 Clr,s ⊗ Cl1,1

p

f̃i

f

kde

f(ei) =

{
hi ⊗ g · γ i = 1, . . . , r

1⊗ g i = r + 1

f(εi) =

{
θi ⊗ g · γ i = 1, . . . , s

1⊗ γ i = s+ 1

a rozš́ırené lineárne.

Potrebujeme overit’ také fakty ako v predošlých častiach.

• Pre i = 1, . . . , r a ei

f(ei) · f(ei) =

= (hi ⊗ g · γ) · (hi ⊗ g · γ) =

= hi · hi ⊗ g · γ · g · γ =

= −1⊗ g · γ · g · γ =

= 1⊗ g · g · γ · γ =

= −1⊗ 1 =

= −q(e1) · (1⊗ 1)

• Pre i = r + 1 a ei

f(er+1) · f(er+1) =

= (1⊗ g) · (1⊗ g) =

= 1⊗ g · g =

= −1⊗ 1 =

= −q(er+1) · (1⊗ 1)
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• Pre i = 1, . . . , s a εi

f(εi) · f(εi) =

= (θi ⊗ g · γ) · (θi ⊗ g · γ) =

= θi · θi ⊗ g · γ · g · γ =

= 1⊗ g · γ · g · γ =

= −1⊗ g · g · γ · γ =

= 1⊗ 1 =

= −q(εi) · (1⊗ 1)

• Pre i = s+ 1 a εi

f(εs+1) · f(εs+1) =

= (1⊗ γ) · (1⊗ γ) =

= 1⊗ γ · γ =

= 1⊗ 1 =

= −q(εs+1) · (1⊗ 1)

Teraz by sme mali uviest’ šest’ antikomutačných dôkazov, skúsime to trochu skrátit’

• (Antikomutácia č.1) x, y ∈ {e1, . . . , er, ε1, . . . , εs}, x 6= y, pre vhodné
z 6= z′ ∈ {h1, . . . , hr, θ1, . . . , θs}

f(x) · f(y) =

= (z ⊗ g · γ) · (z′ ⊗ g · γ) =

= z · z′ ⊗ g · γ · g · γ =

= −z′ · z ⊗ g · γ · g · γ =

= −f(y) · f(x)

• (Antikomutácia č.2) Pre er+1, εs+1

f(er+1) · f(εs+1) =

= (1⊗ g) · (1⊗ γ) =

= 1⊗ g · γ =

= −1⊗ γ · g =

= −f(εs+1) · f(er+1)

• (Antikomutácia č.3) Pre x ∈ {e1, . . . , er, ε1, . . . , εs}, vhodné prislúchajúce
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z ∈ {h1, . . . , hr, θ1, . . . , θs} a y ∈ {er+1, εs+1} s prislúchajúcim w ∈ {g, γ}

f(x) · f(y) =

= (z ⊗ g · γ) · (1⊗ w) =

= z ⊗ g · γ · w =

= c(z ⊗ g · w · γ) =

= −z ⊗ w · g · γ =

= −f(y) · f(x) =

Čo sa týka dimenzíı, dimClr,s ⊗ Cl1,1 = 2r+s22 = 2r+s+2 = dimClr+1,s+1

To, že obraz f generuje celé Clr,s ⊗ Cl1,1 ukazujú nasledujúce jednoduché rovnosti

hi ⊗ g = f(ei) · f(εs+1)

hi ⊗ γ = f(ei) · f(er+1)

θi ⊗ g = f(εi) · f(εs+1)

θi ⊗ γ = f(εi) · f(er+1)

Teraz máme vynikajúce nástroje na doṕlňanie tabul’ky. Budeme využ́ıvat’ celý obsah
časti 1.6, kde sme ukázali rôzne izomorfizmy tenzorových súčinov maticových algebier.
Ako prvý bod, vyplńıme poĺıčka (p, 0) a (0, q) pomocou vlastnost́ı a), b):

(p,q) 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R C H H⊕H H(2) C(4) R(8) R(8)⊕ R(8)
1 R⊕ R
2 R(2)
3 C(2)
4 H(2)
5 H(2)⊕H(2)
6 H(4)
7 C(8)

A potom pomocou vlastnosti c) zvyšok.
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Obr. 2.1: Klasifikácia Cliffordových algebier
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Nedoplnili sme naozaj celý
”
zvyšok“, ale ukazuje sa, že 8 st́lpcov a 8 riadkov je vel’mi

dobrá vol’ba vd’aka nasledujúcim pozorovaniam.
Skúsme odvodit’ nejakú peknú rekurentnú formulu pre Cl(r,s), Ak (r ≥ s) a r−s ≥ 8.

Clr,s ∼=
∼= Clr−s,0 ⊗ (Cl⊗s1,1)

∼=
∼= Clr−s,0 ⊗ R(2s) ∼=
∼= Cl0,r−s−2 ⊗ Cl2,0 ⊗ R(2s) ∼=
∼= Clr−s−4,0 ⊗ Cl0,2 ⊗ Cl2,0 ⊗ R(2s) ∼=
∼= Cl0,r−s−6 ⊗ Cl0,2 ⊗ Cl2,0⊗2⊗ R(2s) ∼=
∼= Clr−s−8,0 ⊗ Cl⊗20,2 ⊗ Cl⊗22,0 ⊗ R(2s) ∼=
∼= Clr−s−8,0 ⊗ R(4)⊗ R(4)⊗ R(2s) ∼=
∼= Clr−s−8,0 ⊗ R(2s+4)

Zastavili sme sa tu, lebo ked’ sprav́ıme druhý pŕıpad (r ≤ s)a s − r ≥ 8 úplne
rovnako zist́ıme, že:

Cl(r,s) ∼= Cl(0,s−r−8) ⊗ R(2r+4)

Veta 2.3.3. (Veta o periodicite) [9, str 27, 4.3] Ako špeciálny pŕıpad predošlých výpočtov
vid́ıme, že plat́ı pre n ≥ 8:

• Cl(0,n) ∼= Cl(0,n−8) ⊗ R(16)

• Cl(n,0) ∼= Cl(n−8,0) ⊗ R(16)

Toto je vel’mi dobré, lebo tenzorovanie algebrou R(n) je jednoduché (lema 1.6.3).
Taktiež to súviśı s tzv. Bottovou vetou o periodicite v topológii a v tzv. K-teórii.
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Kapitola 3

Reprezentácie Cliffordových
algebier

3.1 Úvod

Defińıcia 3.1.1. Reprezentácia R-algebry A je homomorfizmus ρ : A → HomR(V, V ),
kde V je vektorový priestor nad R a HomR(V, V ) sú R-lineárne zobrazenia z V do V .

Môžeme hovorit’, že A má akciu na V .

Vo všeobecnosti môžeme mat’ k-reprezentáciu nejakej k-algebry, pre nejaké pole k,
ρ : A → Homk(V, V ), kde V s je vektorový priestor nad k a Homk(V, V ) sú k-lineárne
zobrazenia.

Ked’že HomR(V, V ) sú v tomto kontexte reálne n×n matice, reprezentácia ρ vlastne
prirad́ı ku každému prvku algebry A (nie nutne rôzne) matice.

V defińıcíı sú vlastne dve zmienky o nejakej homomorfnosti.

• ρ je homomorfizmus, teda:

– ρ(a+ b)(v) = ρ(a)(v) + ρ(b)(v)

– ρ(ab)(v) = (ρ(a) ◦ ρ(b))(v) = ρ(a)(ρ(b)(v)) Teda neplat́ı, že ρ(ab)(v) =
ρ(a)(v)ρ(b)(v), lebo to by ani nedávalo zmysel, ked’že vektory vo V nemajú
definované násobenie. Muśıme tu násobit’ prvky množiny HomR(V, V ). Ale
to vieme, je to obyčajné násobenie mat́ıc, ktoré korešponduje so skladańım
funkcíı AB ∼ fA ◦ fB.

• HomR(V, V ) sú lineárne zobrazenia z V do V .

– ρ(a)(u+ v) = ρ(a)(u) + ρ(a)(v)

– ρ(a)(αu) = αρ(u)
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Vel’mi často sa vynecháva zápis zo zátvorkami a použ́ıvame skrátenú notáciu∗, pre
a ∈ A , v ∈ V

a · v := ρ(a)(v)

Pŕıklad 3.1.2. Jeden vel’mi jednoduchý pŕıpad, algebra R(n) má svoju prirodzenú
reprezentáciu.

ρ : R(n)→ HomR(Rn,Rn) ∼= R(n)

A 7→ A

Všetky podmienky čo treba skontrolovat’ vyplývajú zo základnej lineárnej algebry.

• (A+B)v = Av +Bv

• (AB)(v) = A(B(v))

• A(u+ v) = Au+ Av

• A(αv) = αA(v)

Ked’ zoberieme nejaký podpriestor W ⊂ V , vieme akciu algebry A zúžit’ na ten
podpriestor. Toto nemuśı byt’ nutne reprezentácia, lebo nemáme zaručené, že
A ·W ⊂ W .

Defińıcia 3.1.3. Reprezentáciu ρ : A → Homk(V, V ) voláme ireducibilná, ak pre
všetky podpriestory W ⊂ V z toho, že A ·W ⊂ W vyplýva, že W = {~0} alebo W = V .

Hovoŕıme, že reprezentácia nemá A -invariantný, vlastný, netriviálny podpriestor.

3.2 Reprezentácie ako moduly

Teraz sa presvedč́ıme, že ked’ máme reprezentáciu nejakej algebry A , tak to nie je
nič iné, ako mat’ modul nad A . Prečo potom hovorit’ o reprezentáciách? Lebo vo
všeobecnosti reprezentácie iných objektov ako algebier/okruhov (napŕıklad grúp) nie
sú moduly.

Majme reprezentáciu ρ : A → Homk(V, V ). Z nej vytvoŕıme A -modul (M,+, ·)
v zmysle M = V , operácia + je klasické sčitovanie vo V a násobenie · je akcia v
reprezentácii.

Lema 3.2.1. Reprezentácia vńımaná ako modul, je ireducibilná práve vtedy, ked’ ko-
rešpondujúci modul nemá vlastné podmoduly.

Defińıcia 3.2.2. Dve reprezentácie tej istej algebry sú izomorfné, ked’ ich moduly sú
izomorfné.

∗Je to notácia akcie algebry na vektorovom priestore
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V pŕıklade 1.4.8 z časti 1.4 sme mali, že pre okruh (algebru) R a jeho(jej) l’avý ideál
I máme, že I je R-modul. Teraz vyslov́ıme lemu, ktorá sa nám bude hodit’ neskôr.

Lema 3.2.3. Majme nejakú algebru A a jej l’avý ideál I ⊂ A . Potom I nemá vlastný
netriviálny l’avý (pod)ideál práve vtedy, ked’ I ako modul nemá vlastný podmodul.

3.3 Akcia C(n) a H(n) na vektorovom priestore RN

Toto sú klasické identifikácie komplexných a kvaterniónových mat́ıc a vektorov s reálnymi
maticami a vektormi.

Cn ←→ R2n

a1 + b1i
...

an + bni

←→

a1
b1
...
an
bn


Hn ←→ R4n

a1 + b1i+ c1j + d1k
...

an + bni+ cnj + dnk

←→



a1
b1
c1
d1
...
an
bn
cn
dn


Teda dá sa nájst’ aj korešpondencia medzi

C(n)←→ R(2n)

H(n)←→ R(4n)

ktorá by rešpektovala korešpondencie vektorov, teda ku A ∈ C(n) nájst’ A′ ∈ R(2n),
také, že korešpondujúce vektory pošlú A,A′ na korešpondujúce vektory.

Defińıcia 3.3.1. Definujme vnorenia

φ : C(1)→ R(2)

a+ bi 7→
(
a −b
b a

)
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ψ : H(1)→ R(4)

a+ bi+ cj + dj 7→


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a


Overenie, že to plat́ı, je l’ahký výpočet.
Teda aj R-algebry C(n), H(n) majú prirodzenú akciu na priestor R2n, resp. R4n.

3.4 Reprezentácie R-algebier k(n), k = R,C,H
V tejto časti sa budeme opierat’ o knihu Algebra od profesora Langa [8, str. 641-657].
Naše potreby sú skromneǰsie ako uvažuje korešpondujúca čast’ jeho knihy, preto sme
niektoré zdanlivo relevantné časti vynechali alebo nahradili.

Chceli by sme ukázat’, že R-algebry k(n), k = R,C,H majú len jednu nenulovú ire-
ducibilnú reprezentáciu- svoju prirodzenú reprezentáciu (až na izomorfizmus, v zmysle
izomorfizmu modulov). Z toho odvod́ıme, že algebry typu k(n) ⊕ k(n), k = R,C,H
majú práve dve neizomorfné reprezentácie. Takto pokryjeme všetky alternat́ıvy, ktoré
môžu nastat’ v Cliffordových algebrách, akými sme sa zaoberali.

To, že je prirodzená reprezentácia ireducibilná, dokážeme až o chv́ıl’u.
Majme algebru k(n), k = R,C,H.
Vyjadrime k(n) ako priamy súčet nejakých l’avých ideálov, ktoré sú jednoduché ako

modul nad k(n)(ekvivalentne nemajú l’avý vlastný netriviálny podideál).
Označme Li podmnožinu k(n), množinu všetkých mat́ıc, ktoré majú všetky prvky

okrem i-teho st́lpca nulové. Presvedčme sa, že je to l’avý ideál algebry k(n).
Zoberme l’ubovol’nú maticu A ∈ k(n), C ∈ Li. Potom je l’ahko vidiet’, že AC má

nenulové prvky maximálne v i-tom st́lpci.
Teda Li je uzavreté na násobenie a zjavne aj na sčitovanie. Je to podalgebra, aj

l’avý ideál.
Ukážme, že všetky l’avé ideály Li (pre všetky i st́lpce) nemajú vlastné l’avé podideály.

Prácu nám ul’ahč́ı tento poznatok z lineárnej algebry.

Lema 3.4.1. [7, str. 40, Veta 8.8] Majme množinu A lineárne nezávislých, nenulových
vektorov vektorového priestoru V . Zoberme si nejaký l’ubovol’ný vektorový priestor W
nad tým istým pol’om. Majme l’ubovol’nú funkciu f̃ : A → W . Potom existuje lineárna
funkcia (nie nutne jedinečná) f : V → W , t.̌z f �A= f̃ .

Majme nejaký netriviálny l’avý podideál I ⊂ Li, zoberme nejaké 0 6= A ∈ I. Položme
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v = (v1, . . . , vn) ∈ kn takto

A =


0 . . . 0 v1 0 . . . 0
0 . . . 0 v2 0 . . . 0

...
...

...
0 . . . 0 vn−1 0 . . . 0
0 . . . 0 vn 0 . . . 0


v je ten nenulový st́lpec v A.

Zvol’me l’ubovol’ný vektor w = (w1, . . . , wn) ∈ kn a položme:

f̃ : {v} → kn

v 7→ w

Podl’a predošlej lemy 3.4.1 existuje lineálne rozš́ırenie f : kn → kn zobrazenia f̃ . Nech
Mw ∈ k(n) je matica, reprezentujúca zobrazenie f .

Teraz je

MwA =


0 . . . 0 w1 0 . . . 0
0 . . . 0 w2 0 . . . 0

...
...

...
0 . . . 0 wn−1 0 . . . 0
0 . . . 0 wn 0 . . . 0


Ked’že w bolo l’ubovol’né, môžeme povedat’, že I = Li.

Všimneme si, že všetky l’avé ideály typu Li sú izomorfné s kn.
Teda dostávame tvrdenie:

Veta 3.4.2. Algebry k(n), k = R,C,H majú rozklad na priamy súčet
k(n) ∼= L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Ln.

Tvrdenie 3.4.3. Prirodzená reprezentácia algebry k(n) je ireducibilná.

Dôkaz. Chceme ukázat’ že neexistuje ∅ 6= V ( kn, také, že k(n) · V ⊂ V . Ale to by
hned’ protirečilo leme 3.4.1 o existencii mapy z v ∈ V kamkol’vek.

Veta 3.4.4. Algebry k(n), pre k = R,C,H. Majú len jednu- svoju prirodzenú ireduci-
bilnú reprezentáciu

Na dôkaz budeme potrebovat’ nasledujúcu lemu.

Lema 3.4.5. [8, str. 651, Lema 4.2] Majme algebru A , jej l’avý ideál I ⊂ A bez ne-
triviálnych vlastných l’avých podideálov. Majme ireducibilnú reprezentáciu algebry A ,
ρ : A → HomR(V, V ). Potom ak A -modul ideálu I nie je izomorfný s modulom repre-
zentácie ρ, tak I · V = {~0}.
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Dôkaz. (vety 3.4.4) Pozrime sa, čo táto lema pre nás znamená. Podl’a vety 3.4.2 máme
k(n) ∼= L1⊕L2⊕. . .⊕Ln, teda l’ubovol’ná matica A ∈ k(n) sa dá naṕısat’ ako A =

∑n
i=1 li,

kde li ∈ Li. Ak by sme mali reprezentáciu algebry k(n) ρ : A → HomR(V, V ) neizo-
morfnú ako modul s modulom ideálu Li, potom pre l’ubovol’nú maticu A =

∑n
i=1 li ∈

k(n) a l’ubovol’ný vektor v ∈ V plat́ı A · v = (
∑n

i=1 li) · v =
∑n

i=1 li · v = ~0, teda ρ by
musela byt’ triviálna reprezentácia.

Dôkaz. (lemy 3.4.5) V tomto dôkaze je · akcia v reprezentácii ρ.
Presvedčme sa, že I · V ⊂ V je A -invariantný podpriestor.

A · (I · V ) =

= (A · I)(V ) ⊂ I · V

Posledná inklúzia plat́ı preto, lebo I je l’avý ideál.
Vd’aka ireducibilite ρ plat́ı I · V = bud’ V alebo {~0}.
Predpokladajme pre spor, že I · V = V .
Teda ∃v ∈ V , t.ž. I · v 6= {~0}
Tvrd́ıme, že funkcia

φ : I → V

i 7→ i · v

je izomorfizmus modulov, lebo je homomorfizmus:

φ(ri+ sj) =

= (ri+ sj) · v =

= (ri) · v + (sj) · v =

= r(i) · v + s(j) · v =

= rφ(i) + sφ(i)

φ je injekt́ıvna, lebo inak by bol kerφ jej l’avý podideál takto:

i ∈ kerφ

A ∈ k(n) =⇒ Ai ∈ I

φ(Ai) =

= (Ai) · v =

= A · (i · v) =

= A · 0 =

= 0 =⇒ Ai ∈ kerφ
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φ je surjekt́ıvna, lebo inak by bol Im(I) = L · v A - invariantný vlastný podpriestor
takto:

A · (I · v) =

= (A · I)(v) ⊂ I · v

Takže φ je izomorfizmus, čo je spor s predpokladom.
Plat́ı teda I · V = {~0}.

Dôsledok 3.4.6. Majme algebru k(n)⊕ k(n), kde k = R,C,H. Takáto algebra má dve
(až na izomorfizmus) nenulové, neizomorfné ireducibilné reprezentácie:

ρ1 : k(n)⊕ k(n)→ HomR(kn, kn)

(A⊕B) · x 7→ A · x

ρ2 : k(n)⊕ k(n)→ HomR(kn, kn)

(A⊕B) · x 7→ B · x

kde · je jediná ireducibilná akcia k(n) na HomR(kn, kn).

Dôkaz. Majme nenulovú ireducibilnú reprezentáciu

ρ : k(n)⊕ k(n)→ HomR(V, V )

Tvrd́ıme, že existuje vektor v ∈ V , t.ž. (k(n) ⊕ 0) · v 6= 0 alebo (0 ⊕ k(n)) · v 6= 0.
Ak by tomu tak nebolo, potom pre l’ubovol’né w ∈ V máme
(k(n)⊕ k(n)) · w = (k(n)⊕ 0) · w + (0⊕ k(n)) · w = 0.

Zvol’me také v a predpokladajme, že plat́ı (k(n)⊕ 0) · v 6= 0.
Nech je 0 6= W ⊂ V najmenš́ı podpriestor uzavretý na akciu (k(n) ⊕ 0), teda

W = (k(n) ⊕ 0) · v. Potom W je teda netriviálna ireducibilná (lebo W sme zobrali
minimálny) reprezentácia k(n)⊕ 0 ∼= k(n), teda W ∼= kn.

Ďalej majme W ′ ⊂ V najmenš́ı podpriestor uzavretý na akciu (0 ⊕ k(n)), teda
W ′ = (0 ⊕ k(n)) · v. O tomto ešte nevieme, že je prázdny, ale budeme sa to snažit’

ukázat’.
Presvedčme sa, že W = V . Naozaj, pre l’ubovol’né A⊕B ∈ k(n)⊕ k(n) a l’ubovol’ný

prvok (A′ ⊕ 0) · v ∈ W máme

(A⊕B) · ((A′ ⊕ 0) · v) =

= ((A⊕B) · (A′ ⊕ 0)) · v =

= (AA′ ⊕ 0) · v ∈ k(n)⊕ 0
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Z toho, že ρ je ireducibilná, máme W = V .
Ked’že v ∈ V = W , existuje A ∈ k(n), t.ž. (A⊕0) ·v = v. Majme l’ubovol’né u ∈ W ′.

Vektor u sa dá naṕısat’ ako u = (0⊕B) · v pre nejaké B ∈ k(n). Poč́ıtame a dostaneme

u =

= (0⊕B) · v =

= (0⊕B) · ((A⊕ 0) · v) =

= (0⊕ 0) · v =

= 0

Dostávame to, čo sme chceli W ′ = 0. Toto korešponduje s prvou reprezentáciou z
vety. Počas dôkazu sme predpokladali, že ∃v, (k(n)⊕0) ·v 6= 0. Keby sme predpokladali
druhú možnost’ ∃v, (0⊕ k(n)) · v 6= 0, dostali by sme druhú možnost’.
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Kapitola 4

Aplikácia Cliffordových algebier na
vektorové polia na sférach

4.1 Topologické prerekvizity

V tejto časti ponúkneme vel’mi skrátený úvod do diferenciálnej topológie spolu s intúıciou
o definovaných pojmoch. Budeme často odkazovat’ na texty [6] a [3], lebo diferenciálna
topológia nie je zamerańım tejto práce.

Uvedieme slávny výsledok J.F. Adamsa [1] o všade lineárne nezávislých vektorových
poliach na sférach. Tento výsledok, ktorý tu nedokážeme, hovoŕı o ich maximálnom
možnom počte. My oṕı̌seme jednu takú konštrukciu uvedenú v [9] s použit́ım Cliffor-
dových algebier.

Defińıcia 4.1.1. (Topologický priestor) Pod topologickým priestorom rozumieme dvo-
jicu (X, τ), kde X je nejaká množina a τ ⊂ P(X) taká, že

1. ∅ ∈ τ , X ∈ τ .

2. Každy konečný prienik množ́ın z τ je v τ .

3. L’ubovol’né zjednotenie množ́ın z τ je v τ .

Množiny v τ voláme otvorené.

Spojitá mapa medzi topologickými priestormi je taká, kde vzor otvorenej množiny je
otvorená množina. Bijekt́ıvna spojitá mapa sa volá homeomorfizmus, ak aj jej inverzná
funkcia je spojitá.

Pod podpriestorom Y topologického priestoru X, mysĺıme, že Y ⊂ X a

V ∈ τY ⇔ ∃U ∈ τX , U ∩ Y = V.

Overia sa podmienky a zist́ıme, že Y je topologický priestor.
Pre dva topologické priestoryX, Y existuje ich tzv. súčinová topológia (X×Y, τX×Y ).

Nebudeme ju tu definovat’, detaily napŕıklad tu [6, str. 11].
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Defińıcia 4.1.2. (Varieta) [3, str. 1, 1.1] Majme topologický Hausdorffovský priestor
so spoč́ıtatel’nou bázou Mn∗, ktorý je navyše lokálne homeomorfný s Rn, t.j. pre každý
bod p ∈ Mn existuje jeho otvorené okolie U a homeomorfizmus ϕ : U → U ′ ⊂ Rn pre
nejakú otvorenú množinu U ′ ⊂ Rn. Potom Mn nazývame varieta (angl. manifold).

Č́ıslo n v Mn označujúce dimenziu budeme vynechávat’, teda ṕı̌seme M .

My budeme uvažovat’ iba variety vložené do nejakého priestoru RN †.

M RN

Takéto variety nie sú až také zovšeobecnenie, lebo plat́ı veta, že každá hladká n-
rozmerná varieta sa dá vložit’ do Euklidovského priestoru R2n tak, že M bude v R2n

uzavretá množina [3, str. 71, veta 7.10]. Tento výsledok sa volá Whitneyho veta o vno-
reńı.

Defińıcia 4.1.3. (Hladká differencovatel’ná štruktúra) Majme varietu Mn. Pod hladkou
differencovatel’nou štruktúrou na M rozumieme systém F = {(Ui, ϕi)}i∈I , kde
ϕi : Ui → U ′ ⊂ Rn je hladký homeomorfizmus (difeomorfizmus) a plat́ı:

1.
⋃
i∈I Ui = M

2. Pre všetky i, j ∈ I plat́ı, že funkcie ϕj ◦ϕ−1i : ϕi(Ui∩Uj)→ ϕj(Ui∩Uj) sú hladké.

3. F je maximálny taký systém, ktorý sṕlňa prvé dve podmienky.

Každú dvojicu z hladkej štruktúry (U,ϕ) voláme lokálne súradnice bodu x ∈ U .

Defińıcia 4.1.4 (Hladká varieta). Hladká varieta je varieta s hladkou diferencovatel’nou
štruktúrou.

Pŕıklad 4.1.5. Pod n−rozmernou sférou (tzv. n-sféra) rozumieme
Sn = {x ∈ Rn+1| ‖x‖ = 1}. Dá sa ukázat’, že Sn je hladká varieta.

Pŕıklad 4.1.6. Priestor Rn je hladká varieta.

Termı́n podvariety je celkom komplikovaný. Na rozdiel od topologického priestoru,
nie každá podmnožina môže byt’ podvarietou. Defińıciu môžeme nájst’ napŕıklad tu [3,
str. 9-10]. My budeme potrebovat’ že Sn je podvarieta Rn+1.

Teraz sa pozrime na dotyčnice. Zoberme si napŕıklad S1, čiže kružnicu. Nad každým
bodom A kružnice je jeho dotyčnica, na ktorú sa budeme pozerat’ ako na (jednoroz-
merný) vektorový (a topologický‡) priestor nad R. (Budeme ho značit’ TAS

1).

∗Detaily tých pojmov sú napr. vo [6]
†Slovo vložené je technický pojem. Detaily napr. tu [3, str. 10, defińıcia 1.10]
‡vždy s bežnou Euklidovskou topológiou
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Obr. 4.1: Dotyčnica kruhu v bode

Pre S2 a bodAmáme podobnú situáciu. Toto bude dôležité, tak to znovu zdôrazńıme:
v každom bode sa dá dotyková rovina chápat’ ako (dvojrozmerný) vektorový priestor
nad R.

Obr. 4.2: Dotyčnica 2-sféry v bode

Je asi uveritel’né, že dotykový priestor ku A ∈ Sn bude n−rozmerný reálny vektorový
priestor.

Defińıcia 4.1.7. (Dotykový vektor)
Majme n-rozmernú varietu M , bod x ∈M a lokálne súradnice (U,ϕ), p ∈ U .
Zoberme si krivky γ : 〈−1, 1〉 →M , také, že γ(0) = x.
Definujme triedu ekvivalencie ∼ na takých krivkách nasledovne:

γ1 ∼ γ2 ⇔ (ϕ ◦ γ1)′(0) = (ϕ ◦ γ2)′(0)

Jedna takáto trieda ekvivalencie sa volá dotykový vektor M v bode x.

Ked’ máme vloženie

M RN

Tak definované dotykové vektory naozaj korešpondujú k dotykovým vektorom v
danom bode, ako sa študuje v reálnej analýze.
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Lema 4.1.8. Dotykové vektory tvoria reálny vektorový priestor, ktorého dimenzia súhlaśı
s dimenziou variety.

Defińıcia 4.1.9. Vektorový priestor z predošlej lemy voláme dotykový priestor v bode
x ∈M . Znač́ıme TxM . Je to aj topologický priestor s bežnou Euklidovskou topológiou.

Bolo by potrebné ukázat’, že táto konštrukcia nezáviśı na výbere lokálnych súradńıc.
Detaily, ktoré sme preskočili, sa dajú nájst’ napŕıklad tu [4, str. 23-24].

Chceli by sme zlúčit’ všetky dotykové priestory do jedného topologického priestoru,
konkrétneǰsie do jednej hladkej variety.

Defińıcia 4.1.10. (Dotyková varieta)
Majme množinu TM :=

∐
x∈M TxM

§ a projekciu, ktorá ukáže každému vektoru, z
čieho dotykového priestoru pochádza.

p : TM →M

v 7→ x⇔ v ∈ TxM

Teraz chceme oṕısat’ topológiu na TM (detaily napŕıklad tu [3, str. 30]).
Pre bod x ∈ M zoberme jeho nejaké lokálne súradnice (Ux, ϕx), teda ϕx(Ux) ∼= U

pre U ⊂ Rn otvorenú množinu. Plat́ı že TxM ∼= Rn. Taktiež máme bijekciu množ́ın
ϕx : p−1(Ux) → U × Rn ⊂ Rn × Rn. Množinu A ⊂ p−1(Ux) nazveme otvorená práve
vtedy ak plat́ı, že ϕx(A∩ p−1(Ux)) je otvorená v Rn×Rn. Bolo by potrebné ukázat’, že
je to dobrá defińıcia, teda nezáviśı od výberu lokálnych súradńıc. Množina B ⊂ TM je
otvorená ak pre každé x ∈ B existuje také otvorené A, že x ∈ A ⊂ B.

Projekcia variety p : TM →M je pŕıklad všeobecneǰsieho pojmu vektorovej fibrácie
(angl. vector bundle). Vo všeobecnosti n-rozmerná vektorová fibrácia je surjekt́ıvna
funkcia φ : E → X taká, že plat́ı:

• Pre ∀x ∈ X má π−1(x) = Ex štruktúru n -rozmerného vektorového priestoru.

• Pre každé x ∈ X existuje jeho otvorené okolie x ∈ U ⊂ X, také že existuje
homeomorfizmus f : π−1(U) → U × Rn, ktorého zúženie je navyše izomorfizmus
vektorových priestorov f � Ex → {x} × Rn.

Priestory Ex sa nazývajú fibre (s.g. fiber).

Pŕıklad 4.1.11. Majme vektorový a topologický priestor R2 a nech je p : R2 → R
projekcia na prvú súradnicu. Priestory Ex sú 1-rozmerné fibre.

Pŕıklad 4.1.12. Fibrácia p : TM →M má n-rozmerné fibre.

§Značka
∐

je v tomto pŕıpade disjunktné zjednotenie. Je to ako keby sme naṕısali ∪x∈MTxM , len
v predošlom zápise je zdôraznené, že množiny TxM považujeme za disjunktné.
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Lema 4.1.13. Platia nasledujúce izomorfizmy.

a) TxRn ∼= Rn

b) TRn ∼= Rn × Rn

Lema 4.1.14. Podvarieta má pod-dotykový priestor
Ak N ↪→M , triedy ekvivalencie definujúce dotykové vektory v N sa injekt́ıvne vložia

do tried ekvivalencíı definujúcich vektory v M . Teda pre γ1, γ2 : 〈−1, 1〉 → N plat́ı, že
γ1 ∼N γ2 ⇔ γ1 ∼M γ2. Potom je vloženie v nasledujúcom diagrame dobre definované.

N M

TN TM

pN pM

Pre nás bude dôležitý pojem hladkého vektorového pol’a na sfére.

Defińıcia 4.1.15 (Vektorové pole). Majme varietu M , (napŕıklad Sn) a projekciu

p : TM →M

v 7→ x⇔ v ∈ TxM

Vektorové pole na M je rez (angl. section) mapy p, t.j. je to funkcia

s : M → TM

také že s(p(m)) = m,∀m ∈M .
Inak povedané, každý bod m ∈M dostane jeden svoj dotykový vektor.
To, že je s rez, môžeme značit’ takto

M TMs

p

Vektorové pole je hladké, ak je s hladká funkcia.

Nás bude zauj́ımat’, ktoré zo sfér Sn majú všade nenulové hladké vektorové po-
lia a kol’ko navzájom lineárne nezávislých ich majú. Vektorové polia {s1, . . . , sn}, si :
M → TM, ∀i = 1, . . . , n voláme lineárne nezávislé, ak pre ∀m ∈ M sú vektory
s1(m), . . . , sn(m) lineárne nezávislé v zmysle vektorového priestoru TmM(v ktorom
všetky ležia). Samozrejme lineárna nezávislost’ implikuje nenulovost’ v každom bode.

Kvôli dimenzii dotykového priestoru v každom bode x ∈ Sn, je horné ohraničenie
počtu (hladkých) lineárne nezávislých vektorových poĺı n.

Na kružnici(S1) je to jednoduché(vektory sú upresnené v nasledujúcom pŕıklade).
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Obr. 4.3: Hladké vektorové pole na kružnici

Našli sme jedno hladké vektorové pole a podl’a našej diskusie, viac navzájom lineárne
nezávislých neexistuje.

Pŕıklad 4.1.16. Na nepárnorozmerných sférach vieme jedno také všade nenulové vek-
torové pole hned’ naṕısat’.

Majme n nepárne. Sn = {(x1, . . . , xn+1) = x ∈ Rn+1| ‖x‖ = 1}.
Definujme hladký rez

s : Sn → TSn

(x1, . . . , xn+1) 7→ (−x2, x1,−x4, x3, . . . ,−xn+1, xn) ∈ TxSn

To, že je obraz s v dotykovom priestore, odôvodnime tým, že pre plat́ı x ⊥ s(x).

Na S2 to ale nepôjde, keby sme sa napŕıklad pokúsili uložit’ vektory v smere rov-
nobežiek rovńıka takto:

Obr. 4.4: Dotyčnice ku S2

Intuit́ıvne, na severnom a južnom póle by sme spojito nemohli určit’ nenulový vektor,
tam by boli akési oká hurikána ako na obrázku.
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Obr. 4.5: Oko hurikánu

Toto samozrejme nie je dôkaz, o párnorozmerných sférach niečo naṕı̌seme v časti
4.4.

Ak máme hladkú funkciu A : Rn → Rn, dá sa interpretovat’ ako hladký rez

A′ : Rn → TRn

x 7→ v ∈ TxRn

Toto nám vel’mi pomôže. Čo v tomto texte rozhodne nechýba, je množstvo lineárnych
(hladkých) zobrazeńı, prvkov algebier k(n).

4.2 Výber vhodného skalárneho súčinu

Defińıcia 4.2.1. (Cliffordova grupa) Majme Cliffordovu algebru Cln,0 a jej generátory
{e1, . . . en}. Pamätajme, že teraz plat́ı ei · ei = −1, , pre i = 1, . . . , n.

Pod Cliffordovou grupou rozumieme konečnú grupu Fn zaṕısanú multiplikat́ıvne
generovanú prvkami {−1, e1, . . . , en} , ktoré sa správajú ako v Cln,0. Teda

Fn = 〈−1, e1, . . . , en | (−1)2 = 1, (−1)ei = ei(−1), eiei = −1, eiej = (−1)ejei〉

(Tento zápis hovoŕı, že všetko vl’avo od zvislej čiary (|) je generátor a všetko napravo je
relácia, ktorá v tej grupe plat́ı. A my hl’adáme tú najväčšiu grupu, čo to sṕlňa. Tento
zápis sa volá prezentácia grupy.)

Defińıcia 4.2.2. Majme reprezentáciu nejakej Cliffordovej algebry
ρ : Cln,0 → HomR(V, V ). Označme K = dimV . Vezmime skalárny súčin 〈·, ·〉 kvadra-
tického priestoru RK,0.

Definujme d’aľśı skalárny súčin na RK,0 spriemerovańım toho bežného.

〈·, ·〉avg : RK,0 × RK,0 → R

〈x, y〉avg 7→
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈g · x, g · y〉.
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Predošlá konštrukcia je pŕıklad užitočnej konštrukcie spriemerovania nejakého ope-
rátora na konečnej grupe.

Muśıme samozrejme ukázat’ správnost’ tejto konštrukcie.

Lema 4.2.3. Spriemerovaný súčin je naozaj skalárny súčin na RK (t.j. je kladne defi-
nitný, tak ako pôvodný súčin na RK,0)
Dôkaz. • symetrickost’

Toto vid́ıme hned’ zo symetrickosti pôvodného skalárneho súčinu.

• bilinearita

Vd’aka symetrickosti stač́ı overit’ jednu stranu.

〈αu+ βv, y〉avg =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈g · (αu+ βv), g · y〉 =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈αg · u+ βg · v, g · y〉 =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

(〈αg · u, g · y〉+ 〈βg · v, g · y〉) =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

(α〈g · u, g · y〉+ β〈g · v, g · y〉) =

= α
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈g · u, g · y〉+ β
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈g · v, g · y〉 =

= α〈u, y〉avg + β〈v, y〉avg

• Kladná definitnost’

Je zrejmá, pravá strana bude len nejaký súčet kladných č́ısel vydelený kladným
č́ıslom.

To, čo rob́ı túto konštrukciu užitočnou je, že náš nový spriemerovaný skalárny súčin
je invariantný na akciu prvkov Cliffordovej grupy Fn. Teda

Lema 4.2.4. Majme g0 ∈ Fn a nejaké vektory x, y ∈ RK,0. Potom 〈g0 ·x, g0 ·y〉 = 〈x, y〉
Dôkaz.

〈g0 · x, g0 · y〉 =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈g · (g0 · x), g · (g0 · y)〉 =

=
1

|Fn|
∑
g∈Fn

〈(gg0) · x, (gg0) · y〉
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Tu využijeme krásnu vlastnost’ grúp, že funkcia násobenie prvkov je bijekcia (teda

funkcia
G→ G
g 7→ gg0

je bijekcia). Spravme substitúciu h = gg0 a dostaneme:

=
1

|Fn|
∑

hg−1
0 ∈Fn

〈h · x, h · y〉 =

=
1

|Fn|
∑
h∈Fn

〈h · x, h · y〉 =

= 〈x, y〉

Takže teraz vieme, že náš skalárny súčin je invariantný na akciu bázových, orto-
normálnych prvkov z kvadratického priestoru Rn,0 ↪→ Cln,0. Teda dostávame:

Dôsledok 4.2.5. Spriemerovaný skalárny súčin 〈·, ·〉avg je invariantný na akciu jednot-
kových vektorov priestoru Rn,0 ↪→ Cln,0.

Teraz konečne dokážeme kolmost’.

Lema 4.2.6. Pre všetky vektory x ∈ RK,0 a 0 6= g ∈ Cln,0 plat́ı

〈g · x, x〉avg = 0

Dôkaz.

〈g · x, x〉avg =

= 〈x, g · x〉avg =

= 〈 g
‖g‖
· x, g

‖g‖
· (g · x)〉avg =

=
1

‖g‖2
〈g · x, (g · g) · x〉avg =

=
1

‖g‖2
〈g · x,−‖g‖2 · x〉avg =

= 〈g · x,−x〉avg =

= −〈g · x, x〉avg

Teda 〈g · x, x〉avg = 0.

4.3 Konštrukcia vektorových poĺı na sférach

Ako teda budeme postupovat’, ked’ chceme nájst’ nejaký vel’ký počet hladkých vekto-
rových poĺı na niektorých sférach?
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Takto nájdeme jedno hladké vektorové pole:
Zoberme si Sn ako hladkú podvarietu Rn+1, kde n ≥ 1.

Sn Rn+1i

Zoberme maticu A ∈ R(n+ 1). Matica je hladký rez priestoru Rn+1.

Sn Rn+1

TRn+1

i

A

Funkcia A klesne (zúžeńım) na Sn.

Sn Rn+1

TRn+1 TRn+1

i

A�Sn A

id

My ale vieme, že dotyková varieta ku TSn je vložená do dotykovej variety TRn+1.

Sn Rn+1

TSn TRn+1 TRn+1

i

A�Sn A

id

Keby sme vedeli zaručit’, že funkcia A � Sn má obraz v TSn (teda A · Sn ⊂ TSn),
mali by sme hladký rez, teda hladké vektorové pole na Sn.

Potom, ak by sme našli k takých špeciálnych mat́ıc A1, . . . , Ak ∈ R(n + 1), ktoré
navyše budú definovat’ lineárne nezávislé vektorové polia, máme vyhraté.

K tomuto nám pomôžu špeciálne prvky Cliffordových algebier.
Nanešt’astie toto nebude fungovat’ pre bežný skalárny súčin, ale pre spriemerovaný

súčin 〈·, ·〉avg. Na druhú stranu vieme, že všetky skalárne súčiny na konečnorozmerných
vektorových priestoroch sú ekvivalentné. Rôzne skalárne súčiny na vektorovom priestore
vznikajú iba zmenou bázy.

Majme teda lineárne zobrazenie αn+1 : Rn+1 → Rn+1, také, že 〈x, y〉avg = 〈α(x), α(y)〉.

Sn Rn+1

Rn+1

s

s′
α

Ak nájdeme s′ také, že s′(x) ⊥ x v súčine 〈·, ·〉avg, definujeme s = α ◦ s′ a máme
s(x) ⊥ x v bežnom skalárnom súčine.

Zoberme si priestor Rn+1 a v ňom n-sféru

Sn Rn+1i
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Aká Cliffordova algebra Cln,0 vie mat’ na ňu akciu?
Budeme pracovat’ s korešpondenciami maticových algebier C(n), H(n) s R(2n) resp.

R(4n) z časti 3.3.
Vyṕı̌seme z tabul’ky 2.3 o klasifikácii relevantný riadok a pred́lžime ho kvôli názornosti

podl’a vety o 8-periodicite 2.3.3.

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) (5,0) (6,0) (7,0)
Clp,0 R C H H⊕H H(2) C(4) R(8) R(8)⊕ R(8)

Kde má akciu R1 R2 R4 R4 R8 R8 R8 R8

(8,0) (9,0) (10,0) (11,0) (12,0) (13,0) (14,0) (15,0)
R(16) C(16) H(16) H(16)⊕H(16) H(32) C(64) R(128) R(128)⊕ R(128)
R16 R32 R64 R64 R128 R128 R128 R128

Veta o 8-periodicite nám teda povie, že ak má Clp,0 akciu na RK , tak má Clp+8,0 akciu
na R16K (spomeňme si, že veta o 8-periodicite hovorila o tenzorovańı algebrou R(16)).
Toto ale neznamená, že priestory R2n sú jediné, na ktorých máme akciu Cliffordovou
algebrou Cln,0, táto tabul’ka hovoŕı iba o ireducibilných reprezentáciách. Nájdime nejakú
reducibilnú.

Zoberme si priestor RN+1 (v ktorom o chv́ıl’u bude žit’ N -sféra). Naṕı̌sme si nejako
N + 1 = 2ab. Ak má Cln,0 akciu na R2a , potom Cln,0 má akciu aj na RN+1 takto

ρ : Cln,0 → HomR(RN+1,RN+1)

g 7→ ((v1, . . . , v2b+1) 7→ (g · v1, . . . , g · v2b+1)) vi ∈ R2a .

Veta 4.3.1. [9, str. 44, veta 7.1] Majme nejakú reprezentáciu
ρ :Cln,0 → HomR(RN+1,RN+1). Potom existuje n lineárne nezávislých všade nenu-
lových vektorových poĺı na SN .

Dôkaz. Nech je {e1, . . . , en} štandardná báza Cln,0 a pre každé ei definujme

Vi : RN+1 → RN+1

x 7→ ei · x

Podl’a diskusíı v predošlých častiach o dotykovej variete máme

SN RN+1

TRN+1

i

Vi
p

(teda Vi je hladké vektorové pole ∀ei).
Podl’a lemy 4.2.6 o kolmosti máme Vj(x) ⊥ x v 〈·, ·〉avg, teda zúžená funkcia Vi � SN

źıde na dotykovú varietu sféry. Máme
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SN RN+1

TSN TRN+1

i

Vi�SN Vi
p p

Dokážeme lineárnu nezávislost’ (tým pádom aj nenulovost’) vektorových poĺı v ne-
jakom pevnom bode x ∈ SN .

Vektory V1(x), . . . , Vn(x) sú samozrejme všetky v tom istom vektorovom priestore.
Nech mám také α1, . . . , αn, že

∑n
k=1 αkVk(x) = 0 poč́ıtajme

n∑
k=1

αkVk(x) = 0

n∑
k=1

αk(ek · x) = 0

(
n∑
k=1

αkek) · x = 0

(
n∑
k=1

αkek) · ((
n∑
k=1

αkek) · x) = (
n∑
k=1

αkek) · 0

((
n∑
k=1

αkek) · (
n∑
k=1

αkek)) · x = 0

−‖
n∑
k=1

αkek‖x = 0

Ked’že x 6= 0, muśıme mat’
∑n

k=1 αkek = 0. Ked’že ale {e1, . . . , en} bola báza, máme
α1 = . . . = αn = 0.

Kol’ko teda takých vektorových poĺı existuje? Vrát’me sa ku diskusii pred touto
vetou. Majme RN+1 a N + 1 = 2ab.

Ak je N párne, máme a = 0. Teda Cl0,0 má akciu na RN+1, ale to nám podl’a vety
4.3.1 dá nula vektorových poĺı.

Z vety je vidno, že na každý priestor RN+1, chceme mat’ akciu čo najväčšou Cliffor-
dovou algebrou (s najväčš́ım p v signatúre), teda nech je b nepárne N + 1 = 2a(2c+ 1).
Zoberieme č́ıslo a a hl’adáme najväčšiu Cln,0 takú, že má akciu na RN+1.
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N + 1 2a Cln,0 n
2 2 C 1
4 4 H⊕H 3
6 2 C 1
8 8 R(8)⊕ R(8) 7
10 2 C 1
12 4 H⊕H 3
14 2 C 1
16 16 R(16) 8
18 2 C 1
20 4 H⊕H 3
22 2 C 1
24 8 R(8)⊕ R(8) 7
26 2 C 1
28 4 H⊕H 3
30 2 C 1
32 32 C(16) 9

Vid́ıme, že plat́ı, že nás na č́ıslach N + 1 zauj́ıma iba ich najväčšia druhá mocnina.
Nech máme funkciu ρ : N → N, takú, že ρ(N + 1) = n ak je Cliffordova algebra

Cln,0 najväčšia taká, ktorá má akciu na Rn+1. Teda ρ(N + 1) = ρ(2a).

Lema/Defińıcia 4.3.2. (Hurwitz-Radonove č́ısla)[10] Pre funkciu ρ plat́ı, že ak
N + 1 = 2a(2c+ 1), tak ρ(N + 1) = ρ(2a) a zároveň

ρ(2a) =


2a a ≡ 0 mod 4

2a− 1 a ≡ 1, 2 mod 4

2a+ 1 a ≡ 3 mod 4

Táto funkcia, (presneǰsie funkcia ρ + 1) sa volá Hurwitz-Radonova a zauj́ımavé na
nej je, že nevznikla analýzou Cliffordových algebier, ale pri inom kontexte. Detaily sa
dajú nájst’ napr. tu [10].

Zároveň plat́ı periodicita
ρ(2a+4) = ρ(2a) + 8. (4.1)

Na mocninách dvojky a ≥ 1, ρ nadobúda hodnoty

1, 3, 7, 8, 9, 11, 15, 16, 17, 19, 23, 24, 25, 27, 31, . . . ¶

Dôkaz. Oveŕıme to pre malé a a potom ukážeme rekurenciu 4.1.

• Nech a = 0. Potom ρ(20) = 0 = 2a.

¶Po pripoč́ıtańı jednotky je to postupnost’ č́ıslo A003485 v OEIS (https://oeis.org/)
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• Nech a = 1. Potom ρ(21) = 1 = 2a− 1.

• Nech a = 2. Potom ρ(22) = 3 = 2a− 1.

• Nech a = 3. Potom ρ(23) = 7 = 2a+ 1.

Ked’že ρ(2a+4) = ρ(2a16) z vety o 8-periodicite máme ρ(2a) + 8.

Plat́ı tento dôležitý výsledok, ktorý tu nevieme ukázat’.

Veta 4.3.3 (J. F. Adams [1]). Lineárne nezávislé vektorové polia hore-skonštruované
dosahujú najväčš́ı možný počet takýchto poĺı na sfére.

Dôsledok 4.3.4. Jediné sféry SN , kde sa dosahuje naivnú horná hranica

počet = dimTxS
N

sú sféry S1, S3, S7 (dvojbodovú sféru S0 neuvažujeme).

Nakoniec len poznemenáme, že to úzko súviśı s nasledujúcou vetou:

Veta 4.3.5. (Hurwitzova veta) Každá konečnorozmerná reálna, nie nutne asociat́ıvna,
algebra s kladne definitnou kvadratickou formou je jedna z nasledových:

• Reálne č́ısla (dim = 1).

• Komplexné č́ısla (dim = 2).

• Kvaternióny (dim = 4).

• Tzv. oktonióny, neasociat́ıvna, alternujúca algebra (dim = 8).

4.4 Párno-rozmerné sféry

Oṕı̌seme bez dôkazov vety, ktoré bránia existencii jediného všade nenulového vekto-
rového pol’a na párno-rozmerných sférach S2n.

Pripomeňme si nasledujúci pojem.

Defińıcia 4.4.1 (Eulerova charakterictika (špeciálny pŕıpad)). Majme nejaký mnoho-
sten M (špeciálna varieta s dvojrozmernou plochou). Potom Eulerova charakteristika
χ(M) sa poč́ıta ako χ(M) = v − e+ f , kde v je počet vrcholov, e je počet hrán a f je
počet stien M .

Dá sa napŕıklad ukázat’, že ked’ si zoberieme l’ubovol’né mnohosteny M,N home-
omorfné v zmysle variet, tak χ(M) = χ(N), hoci to vôbec nie je elementárny výsledok.
Ak je M navyše homeomorfné s S2 ∼= M , Eulerova charakteristika je χ(M) = 2.

Pod n-simplexom mysĺıme uzavretú množinu
∆n = {x1, . . . , xn|x1, . . . , xn ≥ 0, x1 + . . .+ xn ≤ 1} ⊂ Rn.
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Je dôležité, že ∆n má na svojom povrchu pekne uložených n + 1 ∆n−1 simplexov.
Napŕıklad trojuholńık ∆2 má 3 úsečky ∆1 ako hrany.

Triangulácia n-rozmernej variety M je intuit́ıvne povedané konečné vyplnenie celej
M simplexami ∆0, . . . ,∆n pekným spôsobom. Ked’ tam je nejaký simplex ∆i pre i ≥ 1,
sú tam aj všetky menšie simplexy na jeho hranici. Žiadny simplex tam nie je duplicitne.
Tu sú nejaké pŕıklady škaredých vyplneńı:

Obr. 4.6:
”
Škaredé triangulácie“

Defińıcia 4.4.2 (Eulerova charakteristika). Majme n-rozmernú triangulovanú varietu
M . Potom jej Eulerovu charakteristiku vypoč́ıtame nasledovne

χ(M) = #∆0 −#∆1 + #∆2 −#∆3 + . . .±#∆n

.
Defińıcia 4.4.1 bol špeciálny pŕıpad tejto defińıcie .

Veta 4.4.3 (Špeciálny pŕıpad Poincaré–Hopfovej vety). Majme kompaktnú hladkú va-
rietu M . Potom ak existuje všade nenulové hladké vektorové pole na M , tak χ(M) = 0,
kde χ(M) je Eulerova charakteristika M .

Ale plat́ı:

Lema 4.4.4. Plat́ı, že Sn je triangulovatel’ná a χ(Sn) = 1 + (−1)n.

Dôkaz. Sféra Sn sú dva ∆n, ktorým sa zlepili ich povrchy dokopy, teda menšie simplexy
v ∆n sa nalepili dokopy. Dá sa odvodit’, že v ∆n je #∆m =

(
n+1
m+1

)
. V Sn bude #∆n = 2

Budeme použ́ıvat’ známu identitu
∑n+1

k=0(−1)k
(
n+1
k

)
= 0.

χ(Sn) =

=

(
n+ 1

1

)
−
(
n+ 1

2

)
+ . . .+ (−1)n+1

(
n+ 1

n

)
+ (−1)n2 =

= (−1)n2− 0 +

(
n+ 1

0

)
+ (−1)n+1

(
n+ 1

n+ 1

)
= 1 + (−1)n

Takže Poincaré-Hopfova veta zakazuje mat’ hladké všade nenulové vektorové polia
párnorozmerným sféram.
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[6] JÄNICH, Klaus. Topology, Graduate Texts in Mathematics, New York: Springer-Verlag New York
Inc., 2nd Edition, 1994. p. 1-23.
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